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Uber den Einflu8 der VergréBerung des Kopfteiles eines in der 
Fliissigkeit bewegten Rumpfkérpers auf die Trigheitskoeffizienten 
und das instabile Drehmoment. 


Von W. Miiller, Miinchen. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird das Beispiel eines dureh KopfvergréBerung ausgezeichneten 
rotationssymmetrischen Rumpfkérpers untersucht und die Tragheitskoeffizienten und das 
instabile Drehmoment berechnet, das bei einer schief gegen die Langsrichtung gerichteten Be- 
wegung entsteht. Das Ergebnis wird mit den entsprechenden Werten eines Ellipsoids verglichen, 
das dieselbe Lange und dasselbe Volumen besitzt. Die Untersuchung schlieBt mit einem Ausblick 
auf eine Verallgemeinerung der Methode zur Berechnung beliebiger, aus Quellsenkensystemen 
aufgebauter oder graphisch vorgegebener Rumpfkérper. 


Summary. The motion of an axially symmetric trunk body having an enlarged head is 
investigated as an example. The inertia coefficients, and the unstable moment of rotation which 
results from an oblique motion are calculated. The results are compared with corresponding 
values derived for an ellipsoid of equal length and volume. The author closes his discussion with 
an outlook on a generalized method for computing arbitrary trunk bodies composed of systems 
of sources and depressions, or given graphically. 


Résumé. On étudie l’exemple d’un solide trouqué symétrique par rapport a un axe de 
rotation et se distinguant par un aggrandissement de la téte, et l’on calcule les coefficients d’inertie 
et le moment instable produit par un mouvement dirigé en biais sur la direction longitudinale. 
Le résultat est comparé avec les valeurs correspondantes d’un ellipsoide de méme longueur et 
de méme volume. L’étude s’achéve par un apergu sur une généralisation de la méthode pour 
le caleul de tous solides trouqués basés sur des systémes de source ou donnés graphiquement. 


I. Einleitung. 


In mehreren friiher erschienenen Arbeiten! habe ich ausgefiihrt, da lang- 
gestreckte, in der Fliissigkeit bewegte Rotationskérper aus einer Quellsenkenverteilung 
langs einer auf der Achse liegenden, von — ¢ bis ¢ reichenden Grundstrecke abgeleitet 
werden kénnen, wenn die Gesamtergiebigkeit verschwindet, also die sog. SchlieBungs- 
bedingung erfiillt ist. Das Ellipsoid mit der entsprechenden Umstrémung wird z. B. 
aus einem linearen ,,Quellsenkenkeil‘‘ erzeugt. Ebenso kann man die Querstro6mung 
aus einer entsprechenden Verteilung von Dipolen ableiten. Da diese Querstrémung 
keinen drehsymmetrischen Charakter hat, also die Angabe einer Stromfunktion 
nicht méglich ist, so mu8 man zum Zwecke der Anpassung der Querstromung an 
die aus der Langsstrémung resultierende Meridiankontur die Tangentialbedingung 
beriicksichtigen, die zum Ausdruck bringt, da die Richtung der Relativ- 
geschwindigkeiten beider Strémungen in allen Punkten des Meridianschnittes des 
Rotationskérpers miteinander iibereinstimmen. Im folgenden soll die GréBe des 
Einflusses einer bestimmten Deformation eines Ellipsoids auf die Tragheits- 
koeffizienten, also insbesondere die Frage behandelt werden, wie sich diese 
Koeffizienten und vor allem das instabile Drehmoment fndern, das bei einer Kurs- 


1 W. Miiller: Ingenieur-Arch. 19, 282 (1951); 1, 57 (1952); Osterr. Ingenieur-Arch. 8, 171 
(1954). 
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anderung gegen die Lingsachse entsteht, wenn der vordere Teil des Rumpfes ver- 
gréBert wird, und zwar verglichen mit dem Ellipsoid gleichen Volumens und 
gleicher Lange. 


II. Das Hilfsmittel der Ellipsoidkoordinaten und der Kugelfunktionen. 


Die Entwicklungen gestalten sich am iibersichtlichsten, wenn man Ellipsoid- 
koordinaten ¢ u.(¢> 1, « <1) entsprechend den Transformationsgleichungen 


a=cCu, 7 (Radialkoordinate) =c/(2—1)(1—p) (c=1) (1) 


und die mit diesen gebildeten Kugelfunktionen erster und zweiter Art benutzt, besonders 
auch die von mir eingefiihrten iiberstrichenen Funktionen, die eine natiirliche Ver- 
wandtschaft mit dem einschlagigen Problem haben. Wir stellen die wichtigsten 
Formeln hier zusammen und verweisen im iibrigen auf die friiher erschienenen Arbeiten 
zur Aerodynamik des Rotationskérpers, in denen alle maBgebenden Beziehungen 
angegeben sind. Fiir die gewohnlichen Kugelfunktionen erster und zweiter Art sowie 
die tiberstrichenen Funktionen haben z. B. 


Pow)=1; Pile) =a; Py (n) =% (32 — 1); 


Soe eae reng+; Q()=G (8G —1)ne4> rol 
Palo = 0. Pia ee P, (u) = 3u(1—p2); 
Q@O=1; QO=¢-Fe@—-yme; 0=320,—2. 


Dabei gelten die Rekursionsformeln 
P,, (wu) = (2” — 1)u Pa_-s (4) — (w— I) Pas; 
Qn (2) = (2m — 1) CQ, -1 — (1 — 1) Qn 2; 
(n —1) P, (uw) = (22 — 1)u Py_y — 0 Py_g; (3) 
(% — 1) Qn = (2% — 1) Qn -1 — MQn-2 


und die Differentialbeziehungen 


P,’ (u)=—M(M +1) Pas Qn’ (6) = — n(n + 1)Q,. (4) 
Die zugeordneten Kugelfunktionen lauten dagegen 
1 1 il a 
Py) =(1— "5 QC) = @ — I4(Fn et? — B44), (5) 


wobei folgende Beziehungen 
D Ae ae dP, (u 
P, (u) = V1 =p? Pd (w) = (1) SE, | 


0; (Ce ef 102 Ce ee 


zu beachten sind. 


If. Herleitung eines zusammengesetzten Rotationskérpers. 
Wie bekannt, lassen sich die Potential- und Stromfunktion fiir die absolute 
Stroémung in der Umgebung eines mit der Axialgeschwindigkeit v, bewegten Rotations- 
korpers in der Form darstellen: 


®, = —, Do eu) Q, (¢), | 


v 


(7) 


vs “Der P, ()Q, (6). 
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Insbesondere haben wir fiir das Ellipsoid, das dem konstanten Wert ¢ = ¢, entspricht, 
folgende Grundfunktionen: 


(O),.= = 0, 6 PW 0) S — 1, 0, 0), 
Q1 (Co) (8) 
(Fide = m1 Pal) =e 2 (1-4) (). 


Um nun eine kugelartige VergréBerung des Vorderteiles zu erhalten, fiigen wir einen 
Dipol in dem vorderen Endpunkt x = 1 der Grundstrecke hinzu, dessen positives 
Ende nach vorne gerichtet ist. Wie friiher gezeigt wurde, sind diesem Dipol die 
Potential- und Stromfunktionen 


1 PEL ih. MRE at 
(®,)a= 9 1 a> ‘a > (one 9 1 ir re (9) 


(¢ — p)® 
zugeordnet, wobei a den Halbmesser der Kugel bezeichnet, die dabei als Grenze der 
Relativstrémung auftritt, entsprechend der Beziehung 

Mm = 27%, a,°. (10) 


Um die durch Verbindung des zum Ellipsoid fithrenden Doppelquellkeils mit dem 
Dipol entstehenden zusammengesetzten Rotationskérpers zu erhalten bzw. die 


Abb. 1. Rotationskérper, erzeugt aus Quellpunkt, Senkenstrecke und Dipol. 


Gleichung des Meridianschnittes in Ellipsoidkoordinaten, bilden wir die Strom- 
funktion der Relativstrémung durch Hinzufiigung der Stromfunktion der Parallel- 
strémung in Richtung der negativen 2-Achse, also 


1 
be = 9 U1 ". 
Man erhalt dann 


1 C7 — 1 
ieee 5 fe 
23-6. Ge) 


und durch Nullsetzen fiir die Meridiankontur die Gleichung 


ae) l 2 1 
(1 Hs) Qy (C) wae ee ae 3 Or (11) 


The 


oP lees > : 
Sey ee Oe Ee, EO oe 
Setzen wir a 
Se —1 (5) 
= = k(¢), 
P—1 3c) 
so finden wir zu jedem ¢ den zugehérigen Wert von yw aus 
1 
nc Se uo 
aVi— Rk 


und dann aus! die zugehérigen rechtwinkligen Koordinaten der Punkte dieser 
Meridiankurve. 
Wir haben in der Tabelle 1 die fortlaufenden Werte der von den Koordinaten 
1 : 
abhangigen Daten zusammengestellt fiir den Fall ¢, = 1°01, a = 3 und in der Abb. | 


die zugehorige Meridiankurve dargestellt. Man stellt leicht fest, daB das linke hintere 
1* 
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Tabelle 1. 
PE nen KLAN a No eM 
¢ | a0 | ta c(— nu) p 1—p? 2 n 

1:01009 0°9566 | 2°01009 8121 =| 0 — 101 00 

1:0101 0°9566 | 1:937 7°382 — 0°937 071221 — 0°946 0°0179 
1:0102 0°9560 | 1°208 1'808 __ 0208 0°9567 —— 0:2101 | 0°1402 
1:010353 | 0°9555), 1°01036 1°0314 0 1 0 0°1440 
1-011 0°9534 | 0°7319 0°3922 0°2791 0°9221 0°2820 | 071428 
1°012 0°9502 | 0°5980 0°2138 0°4140 0°8286 0°4190 | 0°1421 
1015 0°9410 | 0°4748 0°1070 0°5402 0°7082 0°5483 | 071463 
1°02 0°9268 | 0°4147 0°07134 0°6053 0°6336 0°6174 | 071602 
1:025 09138 | 0°3909 0°05973 0°6341 0°5979 0°6500 | 0°1739 
1:03 0°9017 | 0°3774 0°05376 0°6526 0°5744 0°6720 | 0:1869 
1°04 0°8796 | 0°3623 0°04756 0°6777 0°5407 0°7048 | 0°2101 
1°05 0°8517 | 0°3556 0°04495 0°6944 0°5178 0°7291 | 0:2303 
1:06 0°8415 | 0°3509 0°04321 0°7091 0°4972 0°7520 | 0°2479 
1:08 08089 | 0°3455 0704125 0°7345 0°4605 0°7932 | 0°2768 
1°10 0°7804 | 06°3425 0°04018 0°7575 0°4262 0°8333 | 0:2992 
1°15 0°7207 | 03387 0°03886 0°8113 0°3418 0°9329 | 0°3318 
1°18 0°6907 0°3375 0°03846 0°8425 0°2902 0°9961 0°3375 
1°20 0°6724 0°3369 0°03827 0°8630 0°2552 1°035 0°3350 
1°30 0°5972 | 0°3353 0°03769 0°9650 0°0688 1°255 0°2179 


Abb. 2. Verlauf von tgt in Abhangigkeit von 2. 


Ende nur wenig durch den Dipol und das rechte vordere Ende nur wenig durch das 
Ellipsoid beeinfluBt wird. Zwischen beiden durch die punktierten Linien angedeuteten 
Grundkorpern findet dann ein allmihlicher Ubergang statt. Fiir die Berechnung 
der spaiter zu benutzenden Tangentenneigung gehen wir aus von den relativen Ge- 
schwindigkeiten der Randstrémung. Wir haben nach friiheren Entwicklungen 
1 . op od 
ve! = progr (w+ 60 — nF) —o, 
give: 7 '. O@ o@ 
t= 09! = age (lar — a) 
und gewinnen damit, wenn wir bei der Umrechnung die Gl. (12) benutzen, mit 
Ty Sil! 


Q1 (Co) 


(14) 


= C folgenden Ausdruck: 
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© 


w 


; Cu (€— pt + ey A (Sm¢—1)(?—1) (C+ ») 
tet = : | er aera (15) 


Le | 
u CE — wy + Say? (818 (C+ py) 


In der Abb. 2 ist tgz fiir den Koérper der Abb. 1 in Abhangigkeit zu x dar- 
gestellt. 


IV. Die Auffindung der Querstrémung und ihrer Potentialfunktion. 


Die Potentialfunktion der Querstrémung um einen Rotationskérper, der mit einer 
Geschwindigkeit v, in der y-Richtung sich bewegt, hat allgemein die Form 


®, = v, cos p>" B,P, (u)Q," (C) = — Ose Bs P, (u)Q,(C), (16) 


v a 


wenn p den Polarwinkel zwischen der 7- und der y-Richtung bedeutet. Fiir das 
Ellipsoid haben wir im besonderen, wie bekannt 


Gt — 1) 008 p 1p" p 


(Ps), rm Q:- (17) 
EGG)" 
Fir die Dipolkugel wird dagegen 
i gee S 
(D,)a = 2 ay aa “: (18) 


Die Summe beider Funktionen ist nur eine erste Annaherung an das wahre Potential 
fiir die Seitenbewegung des oben betrachteten Rotationskérpers, wie man leicht 
feststellt, wenn man das Verhiltnis der Relativgeschwindigkeiten in den Punkten 
der Kurve (12) mit den aus (15) sich ergebenden Werten von tg 7 vergleicht. Man 
kann nun eine geringe Verbesserung dadurch erreichen, dafB man die konstanten 
Koeffizienten unbestimmt laéBt und nachtraglich aus dem Ansatz der Tangential- 
bedingung fiir zwei Punkte der. Kontur ermittelt. Eine weitere Annaiherung an die 
wahre Potentialfunktion wiirde darin bestehen, eine neue Partikularlosung hinzuzu- 
nehmen und dann die Tangentialbedingung fiir drei Punkte der Kontur in Ansatz 
zu bringen, insbesondere auch fiir einen im Ubergangsgebiet zwischen dem vorderen 
kugelartigen und dem hinteren elliptischen Teil des Meridianprofils. Wir wahlen 
als drittes Teilpotential das Potential eines lmearen Dipolkeils, welcher der Verteilungs- 
funktion g (¢#) = c (¢ + 1) entspricht, dessen Starke also in ¢ = — 1 den Wert Null 
hat und bis ¢ — 1 linear ansteigt. Wenn man bedenkt, dai dem querbewegten Ellipsoid 
eine Dipolverteilung 1 — # entspricht und 
(+2 =2(¢ +1) —(1—#) 

ist, so erkennt man, daB gleichzeitig der quadratische Dipolkeil in unserem Ansatz 
mitenthalten ist. Das Potential dieses Dipolkeils wird nun durch das folgende Integral 
ermittelt: 


2 2 

C ¢ (¢ + 1) sin dt Dees "(x + 1—~yctg 3) sin 0 dd 
—(®,), = — = cos | KF ASP ES — 50, cos g | Wt —— ———, (19) 
1 au 


7] 


wo @ den Winkel zwischen dem Radiusvektor + zwischen dem Belegungs- und dem 
Aufpunkt bedeutet. Da die Radien von den Endpunkten der Grundstrecke die Werte 
r, =C +4, re =¢—p haben, so ergibt sich durch eine einfache Rechnung bei 


-Hinzufiigung einer Konstanten 


1 i—p 1 n ¢ 
pee — Ss cos p \/ Sa ONL A Cw (20) 


6 W. Miiller: 


so daB der gesamte Ausdruck fiir das zu benutzende Potential 


LS 0 n ‘ 
P= — 0089 ( SO) +g +O e—neam) Ol 
lautet. Wir erhalten damit fiir die Geschwindigkeitskomponenten 

ve = n/ 20y 8 (L— Sw) BL 
vy NC—NG—A (ea Cw Ce) } | 

opin) Cplacil tap) OC ey | C3 isa? SC ee ee (22) 
, (C2 — 1) ( — pa) (— py eae 
4 Colm) (= 68 wt) + 26 24] 
(C2 — 1) (€ — pw)? (62 — p?) J 


Die auf die Relativkomponenten sich beziehende Tangentialbedingung ist dann 
(mit g = 0) 
Vy — Po eh tp % 


a Vy 


oder ausfiihrlich geschrieben: 


C16 — pe) (260 — #4) — 0,1) —#)] +O (@ — 1) (6 +4) Bo? — C —)] + ie 
C5 (¢ —w) (1 — 2) $20,601 — 4) (6 — pe — 1) — often 
—(@—1) (€—)P (C + 4) = ntgr [20,4 (C—p)t—3C, (1—Cm) (CP —1) (C +p) a 
+2C,0u(C — pw) (2? — 1))- 
Wenn wir diese Bedingung fiir drei Profilpunkte in Ansatz bringen, so ee wir 
aus dem entstehenden linearen Gleichungssystem die drei unbestimmten Koeffizienten 
C, C,C, berechnen. Wir wollen insbesondere die beiden Punkte € = 1°010355, u = 0 
und € ~ 1°18; €4 = 1 mit horizontaler Tangente (tg 7 = 0) und den Punkt ¢€ = 1:03 
mit tg 7 —0°675 an der Ubergangsstelle wahlen. Es entsteht dann folgendes 
Gleichungssystem : 
49°16C, — 0°901 C, + 48°845 C; = 1, 
0°7967 C, + 51:97 C, + 880630, = 1, (24) 
11°518,; 11:30 6, pas7TCy=7, 
aus dem die Werte 
C,=0:0055; CO, = 0:01655; C0, = 0°01539 (25) 


sich ableiten lassen. Die Rechnung kann beliebig vervollstiindigt werden, wenn man 
weitere Partikularlosungen nach (16) dem Potential hinzufiigt und die Tangential- 
bedingung fiir geeignet gewiihlte Punkte der Kontur in Ansatz bringt. 


V. Die Bestimmung der Tragheitskoeffizienten. 
Fiihren wir die reduzierten Potentialfunktionen 


F, ir feo 


v, Vo 


ein, so bestimmen sich die Triigheitskoeffizienten k, und /,, wie ich in einer friiheren 
Arbeit? entwickelt habe, durch die Integralausdriicke 


\F, dn? 2\ Fin ter da \Py 9 dex 
Des serra ao gene ee as ve 2 (26) 
\n 2 dx | 9° dx \n 2 dae 
die tiber den auf der einen (positiven) Seite der x-Achse liegenden Meridianschnitt 
der Rotationsfliche zu erstrecken sind. Das bei einer schief gegen die Liingsachse 


> Vel. W. Miller: Ingenieur-Arch, 14, 339 (1944); 18, 338 (1950). 
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gerichteten horizontalen Bewegung des Rotationskérpers entstehende instabile Dreh- 
moment um die Hochachse wird dann durch den Ausdruck 


1 
M=—JZ(k.—k) oe UV sin 2 p (27) 


dargestellt, in dem £ = are tg =a den Winkel zwischen Bewegungsrichtung und 


Pd 1 
Lingsachse, U? = v2 + v,2 das Quadrat der Absolutgeschwindigkeit, V das Volumen 
des Korpers und ¢@ die Dichte der Fliissigkeit bzw. des gasférmigen Mediums bezeichnet. 
Die unter dem Integral in den Zaihlern der Quotienten der Ausdriicke fiir k, und k, 
auftretenden ,,Trigheitsfunktionen“ haben die Gestalt 


T, =2Fintge = —ntgr(2 20,0) tad Gee 
Qi (60) =n) a 
"y “\./f) 2 (osu 
P= — Fyn =C, (1-1) Q, (0) + Oy Poe +O. | 


Wir haben mit den oben bestimmten Konstanten in der Tabelle 2 die Werte beider 
Funktionen mit den zugehérigen Werten von ¢,Q, (£) und 2 zusammengestellt und 


Giz 


gi0_| 


Vases: Eo ae | 


Abb. 3. Darstellung der Tragheitsfunktion 7, = 2 F, ntgt. 


Tabelle 2. Tragheitsfunktionen. 


é Q: (¢) x + 2Fyntgt | —nF, 
1°01009 1°6722 — 1°01 0°0014 0 
10101 1°6719 — 0°937 0°00126 0°00166 
1°0102 1°6707 — 0°2101 0°00018 0°01732 
1°010355 1°6515 0 0 0°02085 
1011 1°6326 0°2821 0°000146 0°02506 
1°012 1°5906 0°4190 0°000265 0°02774 
1015 1°4848 0°5483 0°00358 0°02997 
1°02 1°3497 0°6174 0°00891 0°03268 
1°025 1°2520 0°6509 0°01619 0°03496 
1°03 1°1700 0°6720 0°02332 0°0371 
1°04 1°0443 0°7048 0°03242 0°0400 
1°05 0°9494 0°7291 0°03606 0°0405 
1°06 0°8739 0°7520 0°03382 0°0477 
1°08 0°7595 0°7932 0°02843 0°05334 
1:10 0°6741 0°8333 0°03275 0°0578 
1°15 0°5306 0°9329 0°00249 0°0627 
1°18 0°4816 ~l1 0 0°0637 
1°20 0°4381 1035 0°00173 0°06101 
1°30 0°3241 1°255 0°0625 0°03148 


1°33 0°2899 1°33 Or111 0 
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in den Abb. 3 und 4 die Funktionen in der gewéhnlichen Koordinatendarstellung 
aufgezeichnet. Dabei ist bemerkenswert, daB das Produkt 7 tg 7, obwohl der tg 
unendlich wird, an den beiden Endpunkten des Profils endliche Werte annimmt. 
Da am linken Ende die Meridiankurve angenahert elliptisch ist und am rechten Ende 
kreisférmig, so haben wir links 


lim (9, tg :t) se Nr ypec ee 


und rechts 


Abb. 4. Darstellung der Tragheitsfunktion 7, = — F, 7”. 


Die in der Abb. 4 hinzugefiigte gestrichelte Kurve bezieht sich auf den Fall der 


ersten Naherung des Potentials, bei der nur zwei Konstanten benutzt werden, fiir’ 


die wir dann die Werte erhalten: 
C, = 002069; C,=0:01895; C,=0. 
Die nachste Aufgabe besteht darin, die von den dargestellten Kurven und der 
x-Achse eingeschlossenen Flaichen, ferner das Integral | 7?dx auszuwerten, das, 


mit x multipliziert, das Volumen des Rotationskérpers liefert. Man erhilt angenihert 
durch graphische Integration die Werte 


2\F,ntgtdx = 0:02092; —\F,ndx = 0:05926; \7?dx =0-07756. (29) 
Damit ergeben sich aber folgende Werte der gesuchten Trigheitskoeffizienten : 
k, = 0°2697; k,=0°7640; hk, — k, = 0°4943. (30) 


Abb. 5. Meridianschnitt des Ellipsoids gleicher Lange und gleichen Rauminhaltes. 


Zum Vergleich berechnen wir noch die Tragheitskoeffizienten des Ellipsoids, das 
mit unserem Rotationskérper die Lange und das Volumen gemeinsam hat (Abb. 5). 
Sei / die Lange und V das Volumen, so hat man 

L~ 2°01 + 0°333 = 2a = 2°3433, 


V aba. ce 


Daraus ergibt sich dann 
3 V7 
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Aus dem Verhaltnis der Achsen kann man dann die dem Ellipsoid zugeordnete GriéBe C,' 
bestimmen, das heiBt die halbe groBe Achse, auf die halbe Brennweite als Einheits- 
lange bezogen. Es ist niimlich 


b 20 ae 
P= Ves — 01901. (33) 
0 
Daraus ergibt sich 
Cor = ESOEG = e, = 01 81, (34) 
10 - 
a9 peseu T at i BS 
he 
06+ 7 eee te ces =i 
Q7 . i = r sale = 
06 - ie =a tia 
\e% 
Q5— = = nies are at 
be 
a4+— ; ea 
q 
G3 | a ra r oP Te 
4; 

Qi py =o 

| a 

a u 


OS 4Q7 202 BS GS OE AEE OT OBAGI 72 


Abb. 6. Angenaherte Darstellung der Tragheitskoeffizienten in Abhaéngigkeit vom Kugelradius «,. 


Wenn man aber die bekannten Ausdricke fiir die Tragheitsmomente des Ellipsoids 


ieee ee es. ee So Qs (So) (35) 
Co @1 (S0’) : 2— C9’ Q; (Co) 
benutzt, so entstehen fiir unseren Fall mit Q, (¢,’) = 0°9318 die Werte 
ky = 070542; ky = 0°9022; ky — k, = 0°848. (36) 

Wir haben also das bemerkenswerte Resultat, daB fiir unseren oben berechneten 
Rotationskérper mit kugelartiger VergroBerung des Kopfes der Trigheitskoeffizient k, 
vergroéBert und k, verkleinert und die Differenz, also das instabile Drehmoment um 
die Hochachse, verkleinert wird gegeniiber den entsprechenden, dem gleichwertigen 
Ellipsoid zugeordneten Gréfen. Entsprechend geringer wird natiirlich dann auch 
das zur Wiederherstellung der reinen Langsbewegung aufzuwendende Steuermoment. 
Bei dem durchgerechneten Beispiel betragt das Moment etwa 60% des beim gleich- 
wertigen Ellipsoid auftretenden Moments. 

Um ein Bild von der Abhingigkeit der Tragheitszahlen von dem Radius a, des 
kugelférmigen Kopfansatzes zu erhalten, bemerken wir, da fiir a) = 0, also fiir 
das Ellipsoid ¢) = 1°01 nach den Formeln (21) die Werte 


k, = 00349;  k,=0°9847; k,—h, = 0°9 


; ; ok ok 
sich berechnen. Wenn wir ferner beriicksichtigen, dab (Fe ), = und (SH), 2 
0 ea 0 /& = 
verschwinden und da& die Tragheitskoeffizienten fiir a) —» co den Grenzwerten 


dy => CO o> CO 
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1 
zustreben, so ergibt sich bei Benutzung der unter (20) angegebenen, dem Werte a) = 3 


zugeordneten Koeffizienten und bei Abschitzung der Zwischenwerte der in der 
Abb. 6 dargestellte Verlauf der Kurven k, (a); ky (4); kz (4) — y (@), die, wie man 
sieht, asymptotisch den Geraden k, = k, = 0°5; k, — k, = 0 sich annahern. 


_VI. Ausblick auf weitere Verallgemeinerungen. 


Die Formgebung, das heiBt die Abweichung vom Ellipsoid kann natiirlich noch 
weiter verfolgt werden durch Verwendung von besonderen Quellsenkenelementen. 
Besonders entscheidend ist dabei die Lésung des Hauptproblems, das heiBt die An- 
passung der Querstrémung und ihres Potentials an die besondere Form des Rotations- 
kérpers. Wenn diese Form einen gleichmaBigen Charakter, also nicht durch einzelne 
unstetige Quellelemente oder Dipole, sondern durch eine stetige Quellsenkenfunktion 
aufgebaut werden kann, so geht man am besten aus von der allgemeinen, unter (16) 
angegebenen Darstellung des Potentials, deren Glieder die Form haben: 


1 = Tye 
R, = —= D/P (u)Q, (6). (37) 
Dann ergibt sich bei Benutzung der oben angegebenen Beziehungen 
aR, pet eS = 
a ay (HC — 1) P, (W)Q, (2) +E (= w*) P, (W) Q, (OI, 
ORs — © P,(u)Q, (2) + SF PW O, © —v P, WO, a 
on age n? v (u) Pi ) C2 — yp? [ y ({t) at ) — » (MH) Q, (¢)]. 
Wenn wir fiir das Potential eine Summe von der Form 
1 = = 
= 9, = 0089 D BP (n)02@) = —— > BP, (uw) @, (2) 
einfiihren, so gewinnen wir folgende Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten : 
Be = ayy VO +1) Be (O—1) P, (x) 9,0) +6 1 — 2) Pp (QC) | 
= cos p >, B,@(Cu), 
: (39) 


y l= — Ae hee 
$2 = cos pS) B, (<a P, (uw) Q, (6) +a EP, (uw) Q( 


I~ 
ee? 
| 

Si 
Bs 
a 
ieee 
5 
— 
&| 
— 
om 
— 
ional 
I 


= cos p S' 6, H, (Cn). 
Wenn wir jetzt verlangen, da die bei der Langsstromung benutzte Rotationsfliche 
gleichzeitig als Grenze bei der Querstr6mung auftritt, so mu8 das Verhiltnis der 
Relativgeschwindigkeiten v,’ und v;' in der Meridianebene y = 0 in beiden Fallen 
iibereinstimmen. Wir erhalten dann folgende Tangentialbedingung fiir das Potential 
der Querbewegung Spree t 

tg C= x a oo 

> By Gy (En) 


oder » 
n 


Pas B, LH, (Cu) — te r@, (fu)] = 1, 
wenn t den als gegeben anzusehenden Tangentialwinkel bedeutet. 

Ist nun die Meridiankontur auf Grund einer bestimmten Quellsenkenverteilung 
langs einer Grundstrecke gegeben, so kann man die Gl. (40) fiir n Punkte der Kontur 
ansetzen und erhalt damit die Médglichkeit, aus dem entstehenden System von 
n linearen Gleichungen die unbestimmten Koeffizienten f, zu bestimmen. | 


(40) 
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; Wenn das Profil dagegen graphisch gegeben ist, so geht man nach einer ange- 
naiherten Ermittlung der Grundstrecke von der Stromfunktion der Lingsbewegung 


py OGe ae ex 
pa = Seay ey Po lH), (0) i 
aus und setzt dann in die Gleichung der Meridiankontur 
M Vv Xy = = eee : 
Y ae, y(v + 1) ine (u) Q, (C) es 9 7 es 0 F (42) 


die Koordinaten der » Punkte ein. Dadurch kénnen auch die Koeffizienten in dem 
Ausdruck fiir das Potential der Lingsbewegung bestimmt werden. Wenn aber die 
beiden Reihen der Koeffizienten x, und f, bekannt sind, so ist auch die Grundlage 
geschaffen fiir die Berechnung der Trigheitskoeffizienten und des davon abhingigen 
instabilen Drehmomentes. Man sieht auch, da8 die Rechnungen durch Hinzunahme 
weiterer Punkte beliebig vervollkommnet werden ko6nnen und keine wesentlichen 
Schwierigkeiten bieten, vorausgesetzt, das die entsprechenden Tabellen der Kugel- 
funktionen mit geniigend kleinen Intervallen der Argumente zur Verfiigung stehen. 


(Eingegangen am 30. August 1954.) 


Zur Biegungstheorie einer gleichmifig belasteten orthotropen 
und isotrepen Rechteckplatte mit verschiedenen Randbedingungen. 


Von W. Miiller und J. Krettner, Miinchen. 
Mit 7 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird die Durchbiegung einer orthotropen und isotropen, gleichmaBig 
belasteten rechteckigen Platte berechnet, fiir drei technisch wichtige Randbedingungen, wobei 
jedesmal zwei Gegenseiten als momentenfrei aufliegend vorausgesetzt werden, wahrend die dritte 
und vierte Seite entweder auch aufliegen oder fest eingespannt oder vollkommen frei sind. Aus 
der Durchbiegung werden auch die Biegungsmomente ermittelt. 


Summary. The bending of an orthotropic and isotropic, equally loaded rectangular plate 
is calculated for three boundary conditions being of importance in technology. In any of these 
cases two opposite sides are assumed to have a moment-free support, while the third and fourth 
side are also supported freely, or are fixed, or completely free. The bending moments are also 
determined from the deflection. 


Résumé. La flexion d’une dalle rectangulaire orthotrope et isotrope, uniformément chargée, 
est caleulée pour trois conditions d’extrémité d’importance technique. Dans chacun des cas 
deux cétés opposés reposent par hypothése sans qu’aucun moment se produise, cependant que 
les troisiéme et quatriéme cétés, ou bien reposent également, ou bien sont totalement encastrés, 
ou bien sont entiérement libres. La flexion permet également de déterminer les moments 
fléchissants. 

I. Einleitung. 

Die Verfasser haben sich die Aufgabe gestellt, die Biegungsformeln fiir die ortho- 
trope und isotrope rechteckige Platte fiir besondere technisch wichtige Rand- 
bedingungen und Belastungsfille zu entwickeln und insbesondere auch die numerische 
Berechnung durchzufiihren unter Benutzung der Kurven gleicher Durchbiegung und 
gleicher Momente. In der vorliegenden Arbeit sollen unter der Voraussetzung gleich- 
maiBiger Belastung vor allem drei Faille mit den ‘entsprechenden Sonderfillen des 


Plattenstreifens behandelt werden. 


Il. Die Grundformeln fiir die orthotrope Platte. 


Wenn wir verschiedenes elastisches Verhalten in den beiden Achsen- oder Seiten- 
richtungen voraussetzen und die auf diese Achsen bezogenen Poissonschen Zahlen 
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mit », und »,, ferner die Biegungssteifigkeiten mit V, und NV, und die Drillungssteifig- 
keit mit 


2D=(1—V»,»,) V N,N, (1) 


bezeichnen, so liefert die Plattentheorie! die folgenden Formeln fiir die Biegungs- 
momente m,, und m, auf eine zur x- bzw. y-Achse senkrecht geschnittene Flache und 
fiir das auf dieselbe Schnittflache bezogene Drillungsmoment m,, = m,,: 


C2w Ow Cw o*w 
Ts a N. (a + Py oF my = — Ny (Fe Ve mar) 
re (2) 
M wy = My » = — 2D a5 ey 


Die Scherkrafte g, und q,, die auf den zur x- und y-Achse senkrechten Flachen wirken, 
sind dagegen durch 


Oop 2D\ &w 
de= — Nee [ger + (w+ y_-) ee ks 
a [aw | | te ew (3) 
Vy = Ts dy | dy? Tr \ Ve 7 N, ) éa8 


gegeben. Driickt man noch das Drillungsmoment durch die statisch gleichwertigen 
Ersatzkrafte aus und faBt diese mit den Randkraften zu Randquerkraften qg, und q, 
zusammen, so erhalt man 


= ao [| Bw 4D\ ew 
Ia = Ne Ox ae q (ry 7 aa = 
eo |e 4D\ 2 
a + (1 +) ae 


4 (4) 
W = —Ny zy = N, | da® 


III. Die Differentialgleichung 
fir die Durchbiegung und die Umgestaltung der Grundformeln. 


Aus der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung leitet sich folgende Differential- 
gleichung fiir die Durchbiegung w der orthotropen Platte her 


otw Ow > Ow p (xx) 
"2 | J-2 rn 
oat ae dx? dy? | k og Se Ne (5) 
wenn 
N ES hy 2D 
Piss a 5 JAN yer (e Vin +- Vy) + ie (6) 
gesetzt wird. Wenn man nun die Bettische Relation? 
Ny vy 2 s 
Nev ree k (7) 


benutzt, so ergibt sich durch einfache Umformung 


. 2D Ne. 
Wt = vy + Fe = 9 + (1 —Voam) |/ HY = Bo, + (1— kev) = 


Ebenso folgt 


4D 
Yy+ aq Hr, + 2k (1 oe k vz) =k(2—kv,), 


4D 2 
Voy aE Pemiad Piog — ky) = 7 (2 — k ry). 


_ 7 VYgl. K. Girkmann: Flachentragwerke, S. 475—476. Wien. 1948. — Ferner S. Iguchi: 
Eme Lésung fiir die Berechnung der biegsamen rechteckigen Platten, S. 2—5. Berlin. 1933. 
2 Vel. K. Girkmann: A. a. O., S. 476. 
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Mit Hilfe von (8) schreibt sich aber die Gleichung in der Form 


1 dtw dtw ot4w Pp ( 10) 


i? oas4 + ; “Ox? Oy? a yet NS 
und man sieht, daB diese Gleichung mit «//k = 2’ in die Differentialgleichung 
AA w(x’ y) = + (11) 


y 
ttbergeht, die mit der Form der fiir die isotrope Platte giiltigen Gleichung iiberein- 
stimmt. Fiihrt man nun in den Ausdriicken fiir m,, my, de, Uy» Ter Wy Konsequent die 


; tyre a ee : 
Ableitungen nach x’ mit i= Vk a7 ein, so ergeben sich bei Benutzung von (4) 


bis (9) folgende Formeln: 


oh 

mm (85 40, SS) 

pee 

tn NBS (+ a 
Ge= —N,kVk 7 (jer + 2 — bo.) 55), 

ek (eis voor) | 


IV. Ansatz fiir die Lésung fiir den Fall dreier momentfrei aufliegenden Seiten 
und einer vollkommen freien Seite (Fall I). 


Die Lésung setzt sich wie in ahnlichen friiher behandelten Fallen aus einem von x 
unabhingigen Teil und der entsprechenden Lésung der homogenen, in x’ y biharmoni- 
schen Gleichung zusammen. Zur Auffindung der ersten Teill6sung geht man von 
der Reihenentwicklung fiir den Druck aus: 


4p sin ” 1 4 
Man findet dann ete an = 41,5,6 
4 
Ww, = EN, a = ul] (n= 1,3: 5.....). (14) 
Fir Gesamtlésung kénnen wir dann den Ansatz 
w= S(O, + Xn (E)]sinn ay ne 


n=1,35, 
machen, wenn wir zur Abkirzung 

(ge Se nat; # a= aE 
einfiihren. Dabei ist fiir X,,(é’) der Ausdruck 
X, = 0, Cojnaé’ +C,naé' Sinna& +C; Ginna’ + Cina é' Coj na é (16) 
zu nehmen, wo die Konstanten C aus den Randbedingungen zu ermitteln sind. Wir 
wollen das Rechteck so legen, da8 die drei aufliegenden Seiten durch 


Ya [= Vk = 2’), n = 0 bzw. 1 


14 W. Miiller und J. Krettner: 


und die freie Seite durch x = 0 bestimmt sind. Mit dem Ansatz (15) sind bereits 
die auf 7 = 0 und 7 = 1 sich beziehenden Bedingungen erfiillt. Fiir die noch fehlen- 
den vier Bedingungen haben wir dann nach 


Ge Re 0, 
0. (A’) Qn = 0, 


p (17) 
X,'’ (0) — (2 — kv) X’ (0) = 0. 
Fiir die Konstanten C entstehen also die vier Gleichungen: 
O,Cojnaa' +C nai Ginnad + C;,Sinnad’' + Cynai' Cojnad' +Q, = 9 
2C,Coj nad’ + 20, Sinn a2’ = Qn, is 
C3 (1 — hv) = Cy, (1 +k »,), ae 
Cy (k — vy) + 2k C, — 4, = 0. 
Daraus berechnen sich folgende Werte: 
ee 2k Ginnaha’ Cy, + bry Welt es 
1 (% — vy) Cof nx 2’ | 
Q,—2 Ginnada' C, 
the gone Ee | | 
l+kv, 
CZ = La eee (19) 
Cof nx 1 [ry Cofnxk) tna (9) cane 
Cp va Te “Oe. 


FZ (B+ by,) Gin 2n aH + (k—vy)naV | 


Einsetzung in (15) ergibt dann nach einfacher Zusammenfassung fiir die Durch- 
biegung - 
| nué& Sinna & (v aCobenc iy Sa 


2 
4 py 64 sn n m1 - [Pom 
w= l = Py — a Ss 
wm N, = n> | e 2 Cof na 2’ 


k (3 + kyvz) : : k ee 
B al + “2 Sinn x(a’ + &’) + > (1 — k yg) Sinn a (A’ — &) + 


n 


+ (k — vy) nx &' Cop na (1' -s} (20) 
wenn zur Abkiirzung 


4 ~ , n A ya 
A, = Gay, Cofmad —1) + =F Iga’, | 


ek Nee 
B, = 3 (3 +k vz) Sin2na A’ + (k— v,) m7 2’ 
gesetzt wird. 

V. Berechnung der Biegungsmomente. 


Aus der Durchbiegung ermitteln wir nun mit Hilfe der Formein (12) folgende 
Funktionen fiir die Biegungsmomente: 


4p,0%> Yrsnnay {(k—vy)na& Guna’ + 2 vy Cojn aH (Coj na &’ — 1) 


ee Sra || 2Coj na a’ 


A 
— p(k — vy) [k (3 + ke rq) Gof max A’ Sin nx & + (k — »,) na &’ Cof n x (1’ — ey}. (22) 


Ny = — 
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(l—k»,) [na & Ginna & + a Cojnaa Cr ioctl alae sate ye 


ae ot 3 = = -_ ‘ vy Leas aa be rt 
F Cof n x A’ ia 
A 


(l—k»,) (5 Beane te + 3k »,) Ginn x(a — &) + 


+ (k — vy) n 2 &' Coj nx (A' — eh (23) 
Das Drillungsmoment wird 


4 py 6? (1—kv,) Yroosnay . 
m3 Ve VEE ns i 


May as oF 


foinnae + nx Coin’ +7, Cojnal—k) Gin n a & 
v 


2Cof n x A’ 
Be (HES E2) Gof mate’ + 2°) + =F" Cofnn (0 — &') — 
—(k—»)nx& Ginna (d’ — a Re (24) 


Man bestitigt leicht, daB m, fiir &’ = 0 und é’ = 4’, ebenso m, fiir &’ = A’ ver- 
schwinden. 
VI. Die isotrope Platte im Fall I. 


Wir erhalten die entsprechenden Formeln, wenn wir in den unter Ziffer 4 und 5 
gegebenen Ausdriicken k= 1, », =»,=», & =&, i’ =A setzen. Es wird dann 


| nxé& Sinnzé + AS (Gof ne A—1) Gof nas 
1 = = = os > 


aN n® 2Cvojnaa 
n=1,3,5 
(A (A + &) + (i Ginna (A= 8) + (-v)nmeafna a, (25) 
4p, 6? Yrsinnayn {(l—v)naéE Sinn awé + 2vCojinwd (Coj na é — 1) 
= a ee ns 2Cofinas ta 


n=1,3,5 


HB aehi— 9) (3 +») Sinn xéCoinaA+(1 — 9») nx Coj nx (a — a)y\, (26) 


4 p, 6? sin n 2 1 
m, = a Se 


a Ce eye —— (vy Gof na A— 1) Cofn aE] —2vEojinaé 
an - 2 oj naa : ed ' 
oo e (a — ») (A$ Sinna(E + 4) +50 +3») Sinn a (a — 8) + 
fC (Lert Ooi an — a}. (27) 
= Met My _ pot eet (1 es 2 3 (1 — ») Sinn (A—€)). (28) 
Dabei ist Ac te 
—_ ‘ngeA—1) B, => (3+) Gin2nxd + (1—») nx, 


16 W. Miller und J. Krettner: 


Abb. 1. C,,-Linien der isotropen Rechteckplatte Abb. 2. C,,-Linien der isotropen Rechteckplatte 
(A = 0°75) mit drei aufliegenden und einerireien mit drei aufliegenden und einer freien Seite 
Seite. C,, = 0°082 n. Gre = UO2I0- 


g b 0 
o a 


Abb. 3. C,-Linien der isotropen Rechteckplatte | Abb. 4. C,,-Linien der isotropen Rechteckplatte 
Cmy = 9°075 n. mit drei aufliegenden und einer freien Seite 
Cu = 0°064 n. 


Wir haben in den Abb. 1 bis 4 entsprechend den Formeln 


4 p, b4 
= oN Oe M = Ome 


die dimensionslosen Beiwerte C,,, Cy, Ome, Omy fiir den Fall 2 = 0°75, » = = als 


Kurven gleichen Momentes dargestellt. Bei der Berechnung kénnen wir uns im 


4p, v? 4 py b? 
- Cu; My = Cay My = a 
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wesentlichen auf das erste Glied der Reihenentwicklungen beschranken, um so 
mehr, als die Werte fiir ¢ = 1 gegen Null gehen. Jeder Zeichnung ist ein Faktor 
zugeordnet, mit dem die den Kurven beigegebenen Ziffern zu multiplizieren sind, 
um den entsprechenden Beiwert zu erhalten. 


VII. Die orthotrope Platte mit einer eingespannten und drei aufliegenden Seiten (Fall II). 


Nehmen wir die Seite x = 0 als eingespannte Seite, so unterscheidet sich der 


vorliegende von dem vorigen Fall nur dadurch, daf fiir x = 0 w = 0 und a“ = 0 
wird. Wir haben dann die Gleichungen 
a, (0) == 0 oder C=C) UX, (0) = —Q,, oder C, = — Q,,. (29) 


Abb. 5. C,,-Linien der isotropen Rechteckplatte | Abb. 6. Cyy-Linien der isotropen Rechteckplatte 
mit drei aufliegenden und einer eingespannten (4 = 0°5) mit drei aufliegenden und einer ein- 
Seite mit 1 = 0°5. C,, = 0°031 n. gespannten Seite Cy = 0°04 n. 


Die anderen beiden Bedingungen 


Qn + Xn (4) = 0[w(4') = 0], | 


Mr / / 30 
Xq!" (2) = Ofm, (2) = 0] f 
bleiben erhalten. Daraus ergeben sich dann aufBer C, = — Q, die folgenden Werte 
der Konstanten: 
C Qn+2C,Ginnas’ 2 Ginnai' Cojnai’ — Sinnai —nai Cojinal’ 
2 2 Coif nad’ 2 (Ginn ad’ Cof nad’ —nax I’) ? 

Sin nx /2 Gof nai! Sinn a-F— nai! Cohan rat) 

a = Gnnazd Colnal—naW ay 


und wenn 
G, = Sinna dN’ Coj nad’ — nad’ 


gesetzt wird, kommt fiir die Durchbiegung w der Ausdruck 


Ingenieur-Archiv IX, 1. 2 
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jpreebPalt Sees G|2Goj nx 2 SinnaF (Cojna(>—e') + 


Ny so! n> a 


G 
Sane Onna me g)) + Sn (A’ + &') Sinn ad’ Ginna é’ —nai' Ooj na & — 
1 : : 4 p, b4 Hn 4 py b4 
aos (nz)? Aa’ E' Sinna (”’ —€& Iie cae oy a {J G, \ = N, a Ge, 
(ee, a ee (32) 
In der Abb. 5 sind die Kurven gleicher c,-Werte oder die Hohenlinien der C,,- 
Flache fiir den isotropen Fall 1 = = 0°5, k = 1 dargestellt. Es sind geschlossene 


Kurven um einen exzentrisch gelegenen Punkt herum, der dem Maximum der Durch- 
biegung entspricht. 
Nach 2 erhalt man durch eine einfache Rechnung ' 
Ms = ay, De koe — 2( +kv,)Cojnai’ Suna 5 Coj na (> — e) + 
n= 1.3, 5 i 


+ (1 — kev,) na 2 oj mae’ — = (1— ke ve) ma (2 + £’) Snna i’ Sinna & — 
— Ginna Cojnal’ —nai' Cojina(’’' — &) —(l1— k »,) naxé’. 
(260) na 4 Sinn a> Sinn a(S —f)—Z nal Sinn a (i — £))], 


ey} 


(33) 


my = APH Nrsinn ay ty _ 1 lo 4 by.) Gof nad’ Ginna 4 Cojna(4 


n> 
n= 1, 3,5 Gn 
+5 (l—ky,) na (a +£) Sinn zd Ginnxé’ — (1 —ky,) nad’ Copnak — 
—kv,Sinna i’ Cojnat’ —ky, nad Cojna(d’ — &) + (1— kv.) na &'- 


—&)+ 


/ 


+(2G0fnx 1’ Sinna 5 Sinna(5—e)—j x7’ Sinna (7 —#))Il. (34) 


Fiir den isotropen Fall ergibt sich daraus 


Mg RN a v - 2a + ») Coj nx A Sin nx 5 Coj na(F— ae 


ns 73 


+(1 — vy) nx ASojnaé— > (1 —v)na(A+ é)SGinnzASinnaé— 
— Sinn x AGojnxé — nx AGoj na (A — &) — (l— v)naé- 


ee. Sin no (F —é)— praise (35) 


a Ts ai 1% 
ni yainea(, bay pega ene ae 


+5 —v)nn(A+ &)SinnaxaASinnaé — (1 — v»)nazAojnaé — 
— vy Snna AWojnaE—vnwACojna(A— é)+ (1 — ») nae: 
: An aor 
+(260}n 22 Sin nx Sinn a( 4 — t)—ynarSinna(a—9)ll, (36) 


also fiir die Momentensumme 


Me +My _ 4 py, 6? sin ” = 1 1 7 4 
a m= De ae 1 g_ |t Goin ASinn a3 Gojna(4 — 2) — 


~ Sinn a AGof nas — nx Aojna (A— sh (37) 
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Man sieht, dai M fiir € = 2 verschwindet. Bemerkenswert ist das Bild der C »~Linien. 
Es zeigt zwei T'ypen von Kurven, entsprechend den positiven und negativen M-Werten, 
die durch eine Nullinie mit M — 0 getrennt sind, zu vergleichen der Wendestelle der 
elastischen Linie eines gleichmaBig belasteten, am einen Ende eingespannten und 
am deren Ende aufliegenden Balkens, auf den wir durch einen im nichsten Abschnitt 
za besprechenden Grenziibergang gefiihrt werden. 


VIII. Betrachtung des Grenzfalles 6 — co. 
_ Die Ermittlung der Grenzwerte aus den Ausdriicken fiir w und M im isotropen 
Fall gestaltet sich besonders interessant. Wenn man nimlich die Entwicklungen 


1 1 ] 
ty — { 2 4 a 6 
Corsi kt 2 4 is ls 7, ay tea cat SO 


(38) 


ent: 1 
Leal! 7 
” +> 790? + Ta9-49 27 +: - 


Abb. 7. Plattenstreifen mit einem eingespannten und einem freien Ende. 


benutzt, so zeigt sich, daB man im Zahler in dem & enthaltenden Ausdruck H,, die 
Glieder bis zur siebenten Potenz beriicksichtigen mu8B, da sich die Glieder niederer 
Ordnung aufheben. Man erhalt dann 


2 x 2 4 i 
H, = = (nx A + = (wad) + sea (nH A) — Se (na)? (BI 


2 
= &4 73 os + &8 is), (39) 
G 2 3 : y 5 4 7 
n= -g (na A) + 4_ (wm A) + FE ay (nm A)’. ] 
Damit wird dann, da man sich nachtraglich im Nenner auf das erste Glied_ be- 
schranken kann, 

f(n aye es 7B + eee ga. gs i) | 

ss : oe. 


; 4p, 64 yrsinn 7) ; ; Me Bet Oe ee 
On Neel fn a 16 (n a A)3 j (40) 
n=1,3,5 
Fiihrt man nun & = =; Le = ein, so ergibt sich nach Heraushebung von 6 der 
Ausdruck 
1D, sinnazn |. 5 2 = 5 ip 
——— latas +5 ata aol (41) 
1, 3, 5 
Nun erhailt man aber durch viermalige Differentiation der Formel 
Sim7 77), eal Myst 23 
a (nx) 506 In Ziey| | (42) 
n=1,3,5 
die weitere Reihe 
yr sian 21 ae we 43) 
Megat. A 


1, 3,5 
Q* 
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Damit ergibt sich aber als der gesuchte Grenzwert 

x \2 PAT NS Deas 
(2)'+ $(4) >(2)', ; (ea) 
also derselbe Ausdruck fiir die elastische Linie, den man erhalt, wenn man von der 
Differentialgleichung 


Lipa 
Guess 


Cham 


dw Do 


ant” IN 


dw 


ausgeht und bei der Integration die Randbedingungen x = 0:7 -= 0,4 =a: w=0_ 


benutzt (vgl. Abb. 7). 


_ IX. Grenziibergang } — oo fiir das Moment /. 


In diesem Falle geniigt es, die Entwicklung der hyperbolischen Funktionen bis 
zur fiinften Potenz zu verwenden. Man erhalt dann Ahnlich wie oben aus 


1 iy bl 
Vee yysin nan (n x)° 2 yee 3 WE 3 13 @| | on 
—==. 0 joa ay 4 - —— = Ve = “J 
at = (EN)8 ze (nn Ay? | 
oder nach (43) 
1 x x \2 
also z. B. fiir «= 0 das Einspannmoment 
1 
My ——} = g Po a. (47) 


10. Orthotrope und isotrope rechteckige Platte mit zwei aufliegenden und zwei freien 
Gegenseiten (Fall III der aufliegenden Briicke). 


Die Bedingungen 


k Wy a + Vy Wyy = 9, | 
é re as 
ane [wa 2’ =. (2 —k Va) Wyy | ==) ) 
fir €’ = 0 fiihren zu den beiden Gleichungen 
k (Cy + 204) — ry (Qn + Cy) = 9, | 
0, +30,—(2— ky) (C, + Oy = 0; (ae 
aus denen die Beziehungen 
fe se hag ke 5 __ Be Qn — 2 C ; 
Cs Tg Ss 9% C= Fate Vy ; (50) 
sich ableiten. Die weiteren Bedingungen m,— 0, q, = 0 fiir &’ = 2’ liefern die 


Gleichungen 


k vyQ, (of na rs’ —1)+C,(1—kv,) nad’ Sinnad’ + C,[(3 + ko.) Sinnad’ + 
+ (1 — k»,) nx d' Coj nx A] = 0, 
—kyQ, Strnad’ + C3 [(3 +h v,) Sinna dy’ — (l— hy.) nad oj nad’) =: 
=C,(l—k»,) nad’ Sinnzd’. 
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Daraus ergeben sich dann mit 


= (3+ k»,) Sinnaz dad’ —(l—ky,) nad 
die Werte 


i Ry Oy Sha re 2 waaay? Coinaw—1 
C,= a a Ou= Ge iF (51) 


Fiir die Durchbiegung entsteht daher der folgende Ausdruck: 


06) = 


4p)b4 wrsinn a: k oe cr 
é 0 Maal ac a opens +n (a — &') oj na &’ — 


ie aaa 
n= 1, 3,5, 
g ith a rr 4 p, b4 ca 


Wenn », = 0 ist, so unterscheidet sich die Bien Greer eae nicht von w in 
dem ebenen Fall (a = oo), fiir den mit k = 1 die bekannte Formel gilt: 


4p, 64 yrsinn a7 
gig ahah Ps ne es = [int St een: (53) 


Ist » + 0, etwa gleich , So erhalt man ftir die Mitte der Platte (7 = 0:5): 


=) <a 
F /e=0,25 


Die Durchbiegung hat also am freien Rande etwas gréBere Werte als in der Mitte. 
Da die w-Linien annahernd den aufliegenden Seiten parallel verlaufen, haben wir 
von einer zeichnerischen Darstellung Abstand genommen. Fur die Biegungsmomente 
ergeben sich dann die folgenden Ausdriicke: 


(1+) = isd. (y= 


le tia 1:046. 


y, 2 ae Ke ie 33, ( }’ 
a Bae vg enti — 2 (3 + ky.) Sinn x5 Coj na (5 — €)— 
Jie eathgys ;: 
—(l—ky,) (wf Cof nn (a —£) 4 nx (i —£') Cofnz#) |, (54) 
m, = AB eet 2 A nx § Co} na (A' ese ba, 
n=1,3,5 i ve y 
+ nz (a' — &’) Gof na &’ — 2 Sin nx 5 Gof wa - é'))\. (55) 
Man sieht, daB m,, fiir &’ = 0 und & = 7’ verschwindet. Im isotropen Fall wird ferner 


die Momentensumme 


My, +m, 4,6? ymn ay | 


Aap wn, yee A ‘ 
[2 P. Sm n xy Co} na(> ~~ é)), (56) 


M = 


ie et 8 ead nm 
F,=(3+7)Sinnzi— (1l—v)nad 


zu setzen ist. Mit » = 0 geht M wieder in den entsprechenden Wert fiir den auf- 
liegenden Plattenstreifen von der Breite 6 iiber. 


SchluBbemerkung. Nach der hier benutzten Methode kénnen noch andere 
Falle behandelt werden, etwa der Fall der Staumauer, der sich von dem Fall I durch 
eine etwa mit x linear ansteigende (hydrostatische) Belastung unterscheidet. Schwie- 
riger und mit anderen Ansatzmitteln zu lésen ist der Fall der beiderseits authegenden 
und fest eingespannten Briicke. Wir hoffen, tiber diesen Fall an anderer Stelle be- 


tichten zu k6énnen. . : 
(Eingegangen am 31. Marz 1954.) 
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Uber eine 
dimensionslose Kennzahl fiir den Flie8zustand der festen Stoffe. 


Von Th. Péschl, Karlsruhe. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Bei der’ Festlegung der GréBen, die den FlieBzustand der festen Stoffe 
beeinflussen, scheidet die Dichte vollstandig aus, weil in diesen die Tragheitskrafte gegeniiber 
den Kohisionskraften verschwindend klein sind. Es ergibt sich, da® es erforderlich ist, an Stelle 
der Dehnung im Hookeschen Gesetz die Dehnungsgeschwindigkeit einzufiithren, wodurch 
sich fir die ,,Zahigkeit“‘ der festen Stoffe eine GréBe von derselben Dimension ergibt wie die 
der Flussigkeiten. 

Summary. When determining the quantities which influence the state of flow of solids, the 
density has to be excluded because the inertia forces in these materials vanish against the cohesive 
forces. Furthermore it is necessary to introduce the creep rate instead of the strain in Hooke’s 
law. The “viscosity” of solids will then come out as a quantity of the same dimension as the 
viscosity of liquids. 


Résumé. En déterminant les grandeurs qui influent sur l’état liquide des corps solides, on 
ne tient aucun compte de la densité, car les forces d’inertie y sont infimes par rapport aux forces 
de cohésion. Il apparait nécessaire de substituer 4 l’allongement de la loi de Hooke la vitesse 
d’allongement, d’ot il résulte pour la tenacité des corps solides une grandeur de méme dimension 
que pour celle des liquides. 


Die Vorginge beim FlieBen fester Stoffe, wie sie bei den technischen Form- 
gebungsverfahren, wie z. B. beim Ziehen, Walzen, Spritzen u. dgl. unter hohen 
Drucken beobachtet werden, verlaufen ahnlich wie die der zahen Fliissigkeiten, so 
daB man die festen Stoffe in vieler Hinsicht als zahe Flissigkeiten ansehen kann. 
Als Hauptunterschied zwischen beiden hat jedoch schon Sir William Thomson 
(Lord Kelvin)! vor 90 Jahren die Tatsache hervorgehoben, daf die Zahigkeit der 
festen Stoffe viele Millionen Male groBer ist als die der zahesten der bekannten 
Flissigkeiten. Es entsteht die Frage, welche GroBe eigentlich als Zaihigkeit der festen 
Stoffe bezeichnet wird. 

Uber die bei beiden Gruppen von Stoffen auftretenden Ahnlichkeiten laBt sich 
folgendes sagen: Betrachtet man die Str6mung einer zaihen Fliissigkeit bei zanehmen- 
dem Druckgefalle, so hat man zunachst den laminaren Bereich von genau definierten 
und bekannten Eigenschaften, daran anschlieBend einen Ubergangsbereich von 
weniger bekannter Beschaffenheit und sodann den turbulenten Bereich, iiber den 
wieder exaktere Aussagen gemacht werden kénnen. Ahnlich hat man z. B. bei zu- 
nehmender Belastung von Probestaiben aus festen Stoffen zuerst den elastischen 
Bereich von genau definierbarer Beschaffenheit, dann ebenfalls einen Ubergangs- 
bereich und schlieBlich den plastischen Bereich, der wieder genauer gekenn- 
zeichnet werden kann. Da und dort erhalt man mehr oder weniger exakt angebbare 
Grenzen, die man fiir die festen Stoffe als Plastizititsgrenze (Elastizitats-, Streck- 
oder FlieBgrenze) bezeichnet. 

Als Grenze im Gebiet der Stro6mungslehre wird ein bestimmter Wert der Re ynolds- 
schen Kennzahl angesehen, die in folgender Weise definiert und dimensionslos ist: 


Die ,,Zahigkeit « hat gemaB der Definitionsgleichung + = « 0v/éx die Dimension 
[u] = (KT L-?] 


1 Proc. Roy. Soc. London (1865). 
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und wird in der Technik in ,,Poisen‘‘ ausgedriickt. Die Reynoldssche Kennzahl be- 
deutet einen aus geometrischen und dynamischen GroRen zusammengesetzten Zahlen- 


wert, und alle Strémungen, fiir welche [Re] den gleichen Wert hat, werden als 
ahnlich bezeichnet. 


Abgesehen von auBeren Kraften und dem Druckgefialle, kann die Stromung einer 


zihen Flissigkeit als eine Wechselwirkung zwischen den Tragheitskriiften und den 
Zahigkeitskriften angesehen werden. 


Wenn man nun die GréBen der Kriifte abschiitzt, die auf den FlieBzustand der 
festen Stoffe von Einflu8 sein kénnen, so muf$ man zunichst feststellen, daB die 
Trigheitskrafte in der Form: Dichte 9 x Beschleunigung 6 gegeniiber den Kohisions- 
kraften, die die ,,Festigkeit‘‘ der festen Stoffe herstellen, auBerordentlich klein sind 
und gegen diese vernachlissigt werden kénnen. Wenn man daher auch hier ihnliche 
FlieBvorginge der festen Kérper — also Belastungsvorginge bei zunehmender Be- 
lastung — betrachtet, so kann in einer fiir diese geltenden Kennzahl die GréBe @ 
uberhaupt nicht vorkommen. Von anderen kennzeichnenden Merkmalen, die fiir 
den Flie8zustand der festen Stoffe von Bedeutung sein kénnen, sind die folgenden 
zu nennen: die Plastizitatsgrenze o, (das ist ein der Elastizitits- oder Streckgrenze 
entsprechender Wert), ein Verfestigungswert V im plasti- 
schen Bereich (der an Stelle des H in der gewohnlichen  ¢ 
Elastizititstheorie eingefiihrt werden muB&), die Ver- 
formungsgeschwindigkeit « und eine lineare Abmessung d 
(etwa eine Versuchslainge, ein Durchmesser od. dgl.). 

Aus diesen GréSen 1i8t sich nur dann eine dimen- 
sionslose Kennzahl bilden, wenn V nicht in kg/cm?, 
also von der Dimension [K L~-?], sondern von der 
Dimension [K TL~-?] angenommen wird. Eine solche 
Auffassung ist mdglich, wenn an Stelle des Hookeschen 


aa 


Gesetzes o = E «, das dem linear-elastischen Verhalten Y é é 
zugrunde liegt, ee Beziehung in der Form iMabikive ree cu insender 
Vidal = Ba, plastischen Stoffe. 


das heiBt die Spannung o nicht als eine Funktion der Dehnung «, sondern der 
Dehnungsgeschwindigkeit ¢ angenommen wird. In der Tat erhailt dann V die 
Dimension [K TL-?], die mit der Dimension der Zahigkeitszahl 7 fiir die zaihen 
Fliissigkeiten tibereinstimmt. 


d F ; , 
— dimensionslos ist und als Kennzahl 


fir die Bewegungsvorginge der festen Stoffe angesehen werden kann. 


Man erkennt dann sogleich, daB die GroBe 


Bei den Fliissigkeitsstromungen tritt nun die Reynoldssche Zahl als ein Parameter 
auf, der von selbst dem Bildungsgesetz der Navier-Stokesschen Gleichungen ent- 
spricht und in diesen zugleich mit anderen dimensionslosen Zahlen, wie p/e v? und 
g l/v? (Froudesche Zahl), enthalten ist. 


Dasselbe muB8B man naturgemé8 auch von der Kennzahl erwarten, die den Be- 
wegungsvorgingen der festen Kérper eigentiimlich ist. 


Als Bestimmungsgleichungen fiir den Flie8zustand der festen Korper im plastischen 
Verformungsbereich kénnen daher nicht die sog. ,,elastischen Gleichungen“ in der 
gewohnlichen Form angenommen werden; es liegt vielmehr nahe, diese Gleichungen 
(bei Vernachlassigung der Querkontraktion, das ist der Poissonschen Zahl) in der 
Form 

Gr V a7 (0, Pl 2,'3) 
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anzusetzen, das heiBt den Verlauf der Spannungen nicht als Funktion der Dehnungen, 

sondern der Dehnungsgeschwindigkeiten é anzusehen, wie es die nebenstehende Abb. 1 
andeutet. Wenn man dann diese Gleichungen durch o, dividiert und statt der Zeit ¢ 
eine ,,dimensionslose Higenzeit‘‘ ¢* einfiihrt durch: 


tu t* d 
setzt, so ergeben sich die Stromungsgleichungen fiir feste Stoffe rein schematisch in 
der Form Ou; uel dee 
a lia i iy i aj theese 
t= Feat G1=129), 


und es erscheint von selbst die oben gebildete Kennzahl fiir den Bewegungszustand 
der festen Stoffe im plastischen Verformungsgebiete. 

Als ,,Zahigkeit eines festen Stoffes‘‘ kann man daher die — etwa stiickweise als 
konstant anzusehende — Tangente des Neigungswinkels #6 der Verfestigungskurve 
ansehen, die den Verlauf der relativen Spannungserhéhung (o; ; — o,)/o, als Funktion der 
Verformungsgeschwindigkeit darstellt. Auf diese Weise wird ein Vergleich der Zahig- 
keit eines festen Stoffes mit dem bei den Fliissigkeiten eingefiihrten Begriff der Zahig- 
keit moglich. 

Fir ideal-plastische Stoffe ist V = 0, also die oben gebildete Kennzahl gleich un- 
endlich, ihr reziproker Wert gleich Null: Alle FlieBvorgainge ideal-plastischer Stoffe 
sind daher nach den oben angestellten Uberlegungen als Ahnlich zu bezeichnen. 


(Hingegangen am 12. Oktober 1954.) 


Stromfunktionen fiir raAumliche Wirbelsenken. 
Von F. Magyar, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Stromfunktionen fur den freien Ausflu8 aus einer Drallkammer und 
aus einer Drallkammer mit anschlieBendem koaxialem Kreisrohr werden angegeben und diskutiert. 


Summary. The stream functions for free outflow from a swirl chamber, as well as from a 
swirl chamber followed by a coaxial cylindrical tube are established and discussed. 


2 Résumé. Les fonctions de courant pour 
t vidange libre d’une chambre de circulation 
et d’une chambre de circulation rattachée 
coaxialement 4 un tube cylindrique sont ici 
exposées et discutées. 

Bei richtig ausgefiihrtem Einlauf! 
kann die Str6mung in der Drallkammer 

. bis in die Nahe der zentralen Austritts- 
offnung als achsensymmetrische Wirbel- 
senke aufgefaBt werden. In der Nihe 
der z-Achse biegen die Stromlinien ab 
(Abb. 1), das heiBt die Strémung wird 
raumlich. Die ganze Stré6mung kann in 
eine Umfangsstrémung und in eine 
Strémung in den Meridianebenen auf- 
gespalten werden, die jede fiir sich 

1 F.Magyar und W. Urban: Zur Frage 
der Achsensymmetrie bei einseitig tangen- 


tialem Einlauf. Maschinenbau u. Warme- 
Abb. 1. Freier Ausflu8 aus einer Drallkammer. wirtschaft H. 10 (1951). 
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der Kontinuititsgleichung geniigen. Wahrend sich aber die Reibung fiir die Meridian- 


paces als Druckverlust auert, kann die achsensymmetrische Umlaufstrémung 
P 
wegen = = 0 nur abgebremst werden. Der Abfall der Drallkonstanten fiir laminare 


und turbulente Reibung lai8t sich ohne weiteres bestimmen?. 


Die Stromlinien der fiir den Zulauf anzunehmenden ebenen Wirbelsenkenstrémung 
sind logarithmische Spiralen, die aus dem Unendlichen kommen, wo die Stro6mung 
fiir r —> co abklingt. Die Stromlinien in den Meridianebenen — die im folgenden ge- 
funden werden sollen — kénnen aber keine gemeinsame Asymptote parallel zur r-Achse 
haben, sondern nur solche, die durch gleichen Abstand in der z-Richtung (y-Wert) 
eine von z unabhiingige Verteilung der Zustrémmenge gewihrleisten. Diese Voraus- 
setzung, der auch die praktische Ausfiihrung eines Einlaufes in die Drallkammer 
entspricht, tibertrigt sich von dem als ebene Wirbelsenke gedachten Zulauf offenbar 
auf die zu untersuchenden Stromlinien in den Meridianebenen. Bisher ist meines Wissens 
fir solche Voraussetzungen eine Stromfunktion noch nicht angegeben worden. 


I. Freier Ausflu8 aus einer Drallkammer. 
Setzt man zuniichst zur Vereinfachung 


yp _ 2ny 
Wmax 1 Q ? (1) 
worin y die Stromfunktion und @ die gesamte DurchfluBmenge bezeichnen, so erfiillt 
der Ansatz 


n= 


n(rP—r2Z)ht+neh, — (PF —r2Z4+€)z2+ (r*@ —rZ)h, = 0 (2) 


die oben erwahnten Bedingungen: 


% = = fiir r — co, 
(3) 


He Pits == hy aad’ = rh Sr. 


Uber die in Gl. (2) noch frei waihlbare Konstante c? soll so verfiigt werden, daB aut 
der Kurve r* (z), die in Abb. 1 von A nach B verlauft, die radiale Komponente der 
Geschwindigkeit c,— 0 wird, das heif8t alle Stromlinien Tangenten parallel zur 
z-Achse besitzen. Die Stromlinie y = 0, n = 0 zerfallt in zwei Aste, die in dem 
singuliren Punkt B aufeinander senkrecht stehen*. Da in B die Geschwindigkeits- 
komponenten c,; und c,; verschwinden, entspricht c,,; dem gesamten an dieser Stelle 
verfiigbaren Gefalle. 


Die radiale Geschwindigkeitskomponente c, erhalt man aus 


eae as 
= r Gre an 27 oz? 
On 12 27 1 2 a2 2 2 2 or*® Kiko 
at =F") h | ae hy — (r Te + ¢?) + ez b aes : 
or*? 
on etre) are ep aa hy s 
Ge Tag Gael, (4) 


2 F. Magyar: Die Reibung bei der ebenen Wirbelsenkenstromung. Maschinenbau u. 
Warmewirtschaft H. 12 (1954). . 

3 A. Gratzl beweist dies aus der Bedingung der Wirbelfreiheit, ohne aber die Stromfunktion 
anzugeben. A. Gratzl: Die Wirbelstrahlturbine. Z. ésterr. Ing.- u. Architekten-Ver. H. 43/44 


(1926). 
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Da c, = 0 fir r =r* sein soll, folgt 


1 or*? 
(nts ne c?) hy = dz? 
pee — 72 — CO el — 2 (5) 


Aus den Randbedingungen 


C=O ee TE 
(6) 
Manip; a ade) 
ergibt sich 
rq ae Ff 
C=O =~ (7) 
worin e die Basis des natiirlichen Logarithmus bedeutet. Somit wird 
or*2 
Q [pp Se Oe aS hy Q ph pt 
UES oar (r?—r2)h + ch, — 2ar (r?—7*)h + Ch, (8) 
und 
ro 
Mite Ee weld Ro A Ses (9) 
Fir die Stromlinie y = 0, (n = 0), ergibt sich mit r = 7 (2) 
(72 —7r?Z + ¢)z2— (r*? —17,27)h, = 0 (10) 
1nd {ur eff" 7, 
2 = ok 2 
| ey he a s a z (11) 
Die axiale Geschwindigkeitskomponente 
1 oy Q an 
“o> Or — Qar or (12) 
erhalt man aus 
(2 —r?)h+2rnh 4+ thy —2rz=0 
in der einfachen Form 
Q z—nh 
=e (i — 72h + eh,” (13) 


aus welcher man leicht erkennt, da fiir z= 0 wegen r* = 7; 
(?i— 72 ec) eine 

(72? —r.2)h + chy cose (14) 
und nach Gl. (13) auch c, = 0 wird. Der Ausflu8 aus der Drallkammer erfolgt in der 


Ebene z = h,, durch einen kreisringférmigen Querschnitt, der in Abb. 1 durch die 
Radien r, und r; begrenzt ist. Dazu gehédren wegen r* = r, 


(7? — 1?) hy + hy 


n= 


=< aya) WOE a“ 
und nach kurzer Umformung der GI. (13) 
Q . ch, (hy — Ah) 
TP — rh + hyp ae 


Die axiale Komponente der Austrittsgeschwindigkeit ist also im Austrittsring von r 
abhaingig und betraigt z. B. 
fii P2i _ Q h—h 
elie OR Cac sre Hs (17) 
Q hy 
ac hy—h° (18) 


Wd) UE a ee 
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Da offenbar 
Q Q (e— 1) Q 


qe\(7,,27 — 743) > x (rq? — 7,2) 7 02 


= Com (19) 


der mittleren Geschwindigkeit im Austrittsring gleich ist, was durch Integration 
leicht zu beweisen wiire, so wird 


eae | 


Cea = Cem / a 


(20) 


ma 
nH 
ee ee 


Cre ao (= =}? 
= Th, E 


2 . . 
Com = Cea Cz1; C 
a1 


Mit Hilfe der Gl. (16) und (19) léBt sich auch der zu c,,, gehérige Radius 7,, des Aus- 
trittsringes bestimmen. 


Die Gin. (20) lassen den groBen EinfluB erkennen, den das Héhenverhiltnis h at h 
eh 
auf die DurchfluBmenge haben muB. 
Man kann auch die Werte c,* der Axialkomponente der Geschwindigkeit, die 
auf der Kurve r* (z) zu erwarten sind, leicht bestimmen. Mit r = r* erhalt man aus 
Gl. (14) 


(r*2 — r,?) (e —h,) + cz 


r= (*? — 72) h — (7,2 —r2)h + @hy (21) 
und damit aus Gl. (13) 
ot — 9 Mr) hy = (18 =r) he + 02 (hy —h) oS 
¢ Se [(r** — 74) h— (7,2 —rZ)h + 7h, P ? 


worin 7*? — yr? durch Gl. (9) gegeben ist. Eine Kontrollrechnung ergibt wieder die 
Werte 


SchlieBlich laBt sich der Asymptotenkegel der austretenden Stromlinien be- 
stimmen. Wenn H die gesamte verfiigbare Druckhohe ist, gilt allgemein ftir den 
Austritt 


ce +c¢2+¢,? = 29H. 
Also wird fir r=7* =7, und z= 0 
Cc u es — 2 g ie 
Unter der Voraussetzung, daB der Drall erhalten bliebe‘, 


ware r; i. 
. et 

= —— Cx; =) 2g 
a a 


und mit . eee 
Cra’ + Cua = *9 Abb. 2. Asymptotenkegel. 


folgt ohne weiteres 


Cua v% 


Vogt + Cuae a "a 
oa Uber die Abnahme der Drallkonstanten bei laminarer und turbulenter Reibung wird an 
anderer Stelle berichtet. Vgl. FuBnote 2. 


COS “ 


N\ 


——_ 


—— Mischung 


28 


F. Magyar: 


Il. Drallkammer mit anschlieBendem, koaxialem Kreisrohr. 


Die zwischen zwei parallelen Wanden W, und W, durch geeignete Mittel erzeugte 
achsensymmetrische Wirbelsenkenstrémung einer vollkommenen Flissigkeit tritt im 
ein koaxial angeschlossenes Kreisrohr R ein (Abb. 3). Die Wande W, und W, sowie 


es 


% 
——— ae Druckmvesttlache 


a 
2 oe 


Abb. 3. Drallkammer mit anschlieBen- 
dem, koaxialem Kreisrohr. 


die Rohrwand #& kénnen niherungsweise auch 
fiir eine wirkliche Flissigkeit als Stromflachen 
angesehen werden, wenn man von den verhaltnis- 
maRig sehr diinnen Grenzschichten absehen dart. 
Die Stromlinien in den Meridianebenen y (r, z) = 


-= const..miissen wieder Asymptoten parallel zur 


r-Achse besitzen, die voneinander gleichen Ab 
stand haben. 

Wenn als strdmende Flissigkeit Wasser in 
Betracht gezogen wird, hat der Luftkern, der 
sich innerhalb des Astes r = r, (z) der Strom- 
linie y = 0 ausbildet, wegen seiner verhaltnis- 
miaBig geringen Masse keinen nennenswerten Ein- 
flu8 auf die Stro6mung des Wassers. Deshalb darf 
man in diesem Falle r = ry (z) als Druckniveau- 
fliche annehmen. Im anschlieBenden Kreisrohr 
ist dann fiir z -> co bei AusschluB eines diinnen 
Bereiches an der Rohrwand eine Parallelstromung 
mit tiberlagertem Drall zu erwarten, die sich nach 
innen bis 7, erstreckt (79..), das heiBt die z-Kom- 
ponente c, ist in dem erwahnten Bereich unab- 
hangig von 7. 

Stromt hingegen ein Gas, so wird sich dieses 
mit dem Kern vermischen, so daB keine Druck- 


niveaufliche fiir r = r, (z) entstehen kann. Im Kern kénnen sich zunachst Riick- 

stromungen ausbilden, die schlieBlich zu einer vollstiindigen Vermischung fiihren. 

MaBgebend ist nattirlich auch der Bewegungszustand des Kernstromes bei seinem 

Eintritt. Um wenigstens eine Abschatzung der Vermischung mit Hilfe des Impuls- 

satzes zu ermodglichen, mu die Wahl des Stromlinienastes + = 7, (z) frei bleiben. 
Setzt man zur Vereinfachung wieder 


y 22y 
Q = 2 
Ymax Q ? (23) 
so muB die Stromfunktion fiir jede der beiden Randstromlinien in je zwei Aste zer- 
fallen : 
St ja (0 = oe HO eee e="(, 
oe ‘Sie l (24) 
=l... f—1AC—4)) =O... o=s2., | 


wobei 7, Funktion von z bleiben soll. Diese Bedingungen erfiillt offenbar der Ansatz 


[(7? — ro?) — n (72 — 17)] (2 — nh) = n (L— n) (72 — r*¥*) h. (25) 


Die Aste der Randstromlinien durchschneiden sich senkrecht, die Schnittpunkte 
sind singulire Punkte. Der Faktor (r,2 — r*?)h auf der rechten Seite der Strom- 
funktion (25) ist zunichst noch nicht bestimmt, ergibt sich aber aus den eingangs 
erwihnten zusitzlichen Bedingungen. r* (z) ist die Verbindungslinie aller Punkte, 
in welchen die Stromlinien Tangenten parallel zur z-Achse haben; das heift c, — 0 
ist. Die Endpunkte dieser Linie liegen also voraussetzungsgema® fest. 
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Nunmehr sind auch die oben erwihnten Bedingungen fiir die Asymptoten der 
Stromlinien erfiillt. Es ergibt sich néimlich 


z 
PUD OR SS Oa ee oe n =< und 
as 5 ; 2 , 
fiir zoo... (7? — 7 ,.2) — m (1.2 — Ny o02) = 0; me) 
, le 2 y Ses 2 
oder 7? = r9,.2 + 0 (1a? — P9002) = MTg2 + (1 — 2) Nooo? 
Im besonderen folgt fiir 
Wee He hee oe FS, i 
Fs 3 My Got 
eT ee ek se 
RSS hg thes Bie a ; | 
r+ 7 2 
airy a 0 co U g 
feet peta Tee lee 0 (27) 
314° + To002 
Reset, ris — | 
4 > 
ee RPS ale 1 ea J 
Beim Eintritt in das koaxiale Kreisrohr erhalt man mit 
eh) e, S29, ,5° “Und 7 = FZ 
(7? — 1952) — m (re? — ron2) = 0 (72 — #2) = 0, 
tes Ton +7 (rat a Ton)s (28) 
2.3%. fir 
7 — 0 $3 le aii 
if 2 re oe Ton 3) 
n= ls = wef — poe” Tm BIR ( 8a) 
rete lee aah cil. TR 


Uber die Funktion 7, (z) darf immer noch frei verfiigt werden, das heiBt sie kann 
als Druckniveaufliche oder entsprechend den Bedingungen der Vermischung gewahlt 
werden. 

Aus der Gleichung der Stromlinien 


dpi, toy 
ap OY Gy 


dy = - d2= 7 c,dn = t edz = 0 
ergeben sich wieder in einfacher Weise die Geschwindigkeitskomponenten c, und ¢,. 


Mit der Ableitung me aus Gl. (25) erhalt man 


Le iciae® 
Cea Ore ee 7a 
en ere TO GE A ee Sahih ces thar id 2. DG 
- mw (ro2?—T*)2+ [r? + (20 1) 752 — (4n — 1) r,? + (2n— 1) r®*]h 
Daraus folgt fiir 
T —> CO ¢, = 0, 
Q (29a) 
pe clhcaweepntena | 
peak ST... = Earn aaa und (29 b) 
BO tt Sates 8 0520 
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shed 
Analog ergibt sich mit 7 aus Gl. (25) 
1 on @ 
r Oz 22° 
Leitet man die Gl. (25) ab, so entsteht zunichst 


Chae on 


(m= 1) (@ — mh) = (re — rob) (@ — mh) + 


Cp ae 


Oz 
; 4) 
L [le® = ret) — m (rat — re) (1 — FE) $ (2m — YEP — + 
or*? 
+n(l—n)—h=0. (30) 


Aus der Bedingung xe = 0 fir r=7r* folgt weiter 


ore g — nh) — nb} (w — 1) + r** — 1) — mre? — 7) = 0 
oder 
retort tng re) + 2X @— nh) — nhl (yg, (31) 
Ks ist also 
fir 9 =r 


are? (3la)- 


Oz 


fiir m=O... = re + eee 


Or,” 
Oz 
leicht einzusehen ist, mu8 r* an die mit Riicksicht auf eine allgemeine Anwendbar- 
keit der Stromfunktion frei wahlbar belassene Funktion 7, (z) gebunden sein. In einigen 
Fallen wird es geniigen, die Werte in den Endpunkten von r* (z) zu beniitzen. 
SchlieBlich erhalt man c, aus der Gleichung 
Te or* 
Q i ae a 
Qur (rq — 12) (2 — nh) + (7? — 1,2) h — (122 — 72) nh + (1 — 2 n) (7,2 — r*?) h’ 


da zu n = 0 nur z = 0 und, wie oben erwahnt, ( july ae 0 gehoren kann. Wie 


: ntl qd m) — (r* — 797) + n (7,7 — 7,°) 


¢, = (32) 


in welche man noch r* aus Gl. (31) einftihren koénnte. Die Bedingungen 
r —> co 
CG, = O fur | oder 
2 => CO 


ar? sh 
= = 0 sein mu (Parallel- 
2 /z~>0o 


sind erfwlt, weil voraussetzungsgeméB auch ( 


str6mung im Unendlichen). 

Von einer weiteren Diskussion an dieser Stelle soll abgesehen werden. Die Be- 
rechnung von ben6dtigten Werten ist durchwegs elementar, kann aber auf Gleichungen 
héherer Ordnung fiihren, deren Auflosung einen gréBeren Rechenapparat erfordert. 

Die Ergebnisse konnten durch Versuche einwandfrei bestitigt werden, weil sich 
die innere Reibung erst bei sehr langen Rohren als zusitzlicher Druckabfall aus- 
wirkt. Die Vermischung mit dem Kernstrom, der selbst einen Drall haben kénnte, 
1aBt sich sehr gut durch Hinfiihrung von Rauch in denselben studieren. 

Die groBe Allgemeinheit des Ansatzes geht z. B. daraus hervor, da man den 
Kern durch die Nabe eines Kaplan-Propellers ersetzen kann, indem man fiir die 
Funktion 1, (z) die Gleichung des vorgegebenen Nabenmeridians einfiihrt. Fiir die 
Anwendung auf ahnliche Falle ergeben sich viele Méglichkeiten. 


(Eingegangen am 9. November 1954.) 
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Die rechnerischen Vorteile der ,,Curta*-Rechenmaschine. 


Von H. Beyer, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Die ,,Curta‘ der Contina A. G., Mauren in Liechtenstein, ist derzeit 
die einzige leicht transportable Rechenmaschine. Sie weist durch ihre technischen Einrichtungen 
auBerdem groBe Vorteile bei der vorzeichentreuen fortlaufenden Rechenweise auf, die sie ins- 


besondere fiir Berechnungen des Bau- oder Vermessungsingenieurs zu einer wertvollen Hilfe 
machen. 


Summary. At present, the ‘‘Curta’? manufactured by the Contina A. G., Mauren, Liechten- 
stein, is the only easily portable calculator. Besides, its technical equipment offers great advantages 
for sign-preserving continuous computations, thus making it a valuable aid especially for such 
calculations as occur in civil engineering and surveying. 


Sommaire, La «Curta» de la Société Anonyme Contina, Mauren, Liechtenstein, est actuellement 
la seule machine a calculer facilement portative. Son mécanisme offre en outre de grands avantages 
pour des opérations successives en respectant toujours les signes, ce qui en particulier pour les 
caleuls de Pingénieur du Batiment ou de Vingénieur de Géodésie, est une aide appréciable. 

Die ,,Curta‘*-Rechenmaschine ist durch ihre Kleinheit und ihr geringes Gewicht 
zu einer stindigen Begleiterin des Ingenieurs geworden; ihre Vorteile in dieser Hinsicht 
wurden bereits mehrfach erwihnt. Sie stellt aber noch durch eine andere Eigen- 
schaft eimen seltenen Maschinentyp dar, nimlich durch die willkiirliche Umschalt- 
barkeit des Umdrehungszihlwerkes. Bei den meisten Rechenmaschinen ist dieser 
Vorgang automatisiert und die erste Kurbeldrehung entscheidet bereits, ob Um- 
drehungszihlwerk und Hauptzihlwerk gleichsinnig oder gegensinnig zihlen. Die 
Schaltung wird hierbei entweder durch weife und rote Ziffern des Umdrehungs- 
zahiwerkes oder durch ein erscheinendes Plus- bzw. Minuszeichen angezeigt. Bei der 
,.Curta** kann willkirlich durch einen Hebel geschaltet werden, wobei die obere Stellung 
durch zwei gleich gerichtete Pfeile ,,gleichsinnig“, die untere Stellung durch zwei 
entgegengesetzte Pfeile ,,gegensinnig anzeigt. Die beiden derzeit vorhandenen 
,,Curta‘‘-Typen unterscheiden sich nur durch die Stellenzahl, naimlich Type I mit 
8 x 6 x 11, Type I mit 11 = 8 x 15 Stellen, so da alle Rechenvorginge auf beiden 
Typen in gleicher Art ausfihrbar sind. 

Die den Maschinen beigegebenen Rechenanleitungen wenden sich vor allem an 
den Anfainger und bringen in der Hauptsache Beispiele aus dem kommerziellen 
Rechnen. Der Ingenieur wird dariiber hinaus Rechenverfahren verwenden, die alle 
Méglichkeiten der Rechenmaschine voll ausniitzen; da die ,,Curta” als transportable 
Maschine vor allem auch bei Arbeiten auf der Baustelle oder sonstigen Arbeits- 
platzen im Freien verwendet wird, sind insbesondere auch geoditische Verfahren 
angegeben. Unter Voraussetzung der Kenntnis der in der Anleitung angeftihrten 
Aufgaben seien zuerst die Lésungen fiir einige Grundaufgaben, anschlieBend kombi- 
nierter Aufgaben und schlieBlich einiger spezieller Verfahren angegeben. Die einzelnen 
Werke sind hierbei durch ihre Anfangsbuchstaben abgekiirzt. (U — Umdrehungs- 
zihlwerk, E = Einstellwerk, H = Hauptzahlwerk.) 


1. Der Umwurf von H nach U. 

Als Umwurf bezeichnet man die Ubertragung einer Zahl von einem Werk in ein 
anderes ohne Zwischenaufschreibung. Man bendtigt alle Formen von Umwiirfen 
fiir eine fortlaufende Rechenweise. Die Aufgabe wird durch Einstellung einer ,,Hilfs- 
eins‘ in E geldst; soll die Zahl hierbei positiv in U erscheinen, mu man auf ,,gegen- 
sinnig‘‘ schalten, im anderen Fall ergibt sich in U die Komplementiarzahl. Umgekehrt 
kann man eine Komplementirzahl in H in eine positive Zahl in U verwandeln. Wird 
die ,,Hilfseins‘‘ nicht in der 1. Stelle des E eingestellt, sondern an einer anderen, so 
kann dadurch ein Abstrich oder eine Kommaversetzung erreicht werden. Stellt die 
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in H stehende Zahl bereits ein Produkt dar, so bedeutet der Umwurf nach U eine 
Méglichkeit der fortlaufenden Multiplikation. 


1. Beispiel: In H steht die Komplementérzahl 99999957137, sie soll als positive 
Zahl nach U umgeworfen werden. ,,Hilfseins“ in E einstellen, Schaltung , gleich- 
sinnig‘‘, H auf Null kurbeln, gibt in U: 42863. 


2. Beispiel: 53°7 x 23°8 x 13°78 ist ohne Zwischenaufschreibung zu rechnen. 
53°7 X 23°8, laut allgemeiner Anleitung gerechnet, gibt 1278-06 in H. 

Schaltung ,,gleichsinnig“‘, ,,Hilfseins‘‘ in E, H leer kurbeln, gibt Komplementar- 
zahl in U. Schaltung beibehalten, 13°78 in E, U auf 1000000 kurbeln, gibt 
17611-6668 in H als Ergebnis. Oder: 


3. Beispiel: Aufgabe wie oben, jedoch Schaltung ,,gegensinnig“*, ,,Hilfseins in E, 
H leer kurbeln, gibt positive Zahl in U. 

Schaltung beibehalten, 13°78 in E, U leer kurbeln, gibt ebenso 17611,6668 
in H als Ergebnis. 


2. Der Umwurf von U nach H. 


Auch dieser Umwurf wird durch die Einstellung einer ,,Hilfseins*’ in E gelést, 
man wird ihn bei fortlaufenden Berechnungen der Form 


a a 
Bi che oder >: ¢ 


verwenden. Die Division a/b wird hierbei durch aufbauendes oder abbauendes Ver- 
fahren nach Anleitung durchgefiihrt, der Quotient kommt anschlieBend zur Weiter- 
rechnung durch Umwurf nach H. Bei Schaltung ,,gleichsinnig“ erhalt man die 
Komplementiarzahlen, bei ,,gegensinnig“ positive Zahlen in H. Das Verfahren ist 
daher auch geeignet, eine Komplementirzahl in U in eine positive Zahl in H zu ver- 
wandeln, Schaltung ,,gleichsinnig“. 


mene 56 273-52 
4, Beispiel: ee ae + 962°57. Division argibt in U 13°6681. E und H loschen, 


,Hilfseins‘‘ in E, Schaltung ,,gegensinnig“*, U leerkurbeln. AnschlieBend Addition 
nach Anleitung. 


3. Der Umwurf von H nach E. 


Diese Ubertragung ist nur durch neuerliche Einstellung in E méglich. Als Probe 
kann man dann E von H abziehen, worauf sich in H Null ergeben muB. 

Weitere Umwiirfe sind noch jener von E nach H, der bei jeder Multiplikation 
beniitzt wird, und die gegenseitigen von U nach E und umgekehrt, die jedoch an 
der Mehrzahl der Maschinen, wie auch bei der ,,Curta;‘, nicht durchfiihrbar sind. 

Die genannten Umwurfverfahren bieten in Verbindung mit Schaltregeln die 
Grundlage fiir die vorzeichentreue, fortlaufende Rechenweise. Darunter versteht 
man die Durchfiihrung von Rechenarbeiten in der Form, dai méglichst wenig Auf- 
schreibungen gemacht werden miissen und das Vorzeichen des Ergebnisses bereits 
mitgerechnet wird. 


4. Die vorzeichentreue algebraische Summe. 


Sollen eine Reihe von Zahlen mit wechselIndem Vorzeichen aufaddiert und zugleich 
die Anzahl der Posten festgehalten werden, so hat man bei der ,,Curta‘’ bei jedem 
Minuszeichen nur auf ,,gegensinnig“, bei Pluszeichen auf ,,gleichsinnig‘‘ zu schalten. 
In U erscheint dann die Anzahl der Posten, in H gema& Anleitung die algebraische 
Summe. 
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5. Die vorzeichentreue algebraische Summe von Produkten. 


Ks liegt eine Rechnung der Form 
axb—exd+exf—gxh+—.. 


vor, die ohne Zwischenaufschreibung durchzufiihren ist. Werden alle Produkte durch 
Hineindrehen des Multiplikators in U gebildet, dann gilt die gleiche Schaltregel wie 
unter 4. 

5. Beispiel: 13-7 x 17-1 — 18:2 x 91 + 168 x 3-2. 

17'1 in E einstellen, Schaltung ,, gleichsinnig“, U auf 13:7 drehen, gibt 234-27 in H. 


U loschen, 18:2 in E einstellen, Schaltung ,,gegensinnig‘‘, U auf 9-1 drehen, gibt 
68°65 in H. 


U léschen, 16°8 in E einstellen, Schaltung ,,gleichsinnig’, U auf 3-2 drehen, gibt 
Resultat in H: + 122°41. 
6. Die vorzeichentreue algebraische Summe von Quotienten. 


Ahnlich wie in Punkt 5 lassen sich auch Quotienten in U Reravichon rey aufsummie- 
ren, somit Rechnungen der Form 


aids ‘xl dg esa eae 


durchfiihren. Beim aufbauenden Divisionsverfahren gelten hierbei die Schaltregeln, 
wie unter 4 und 5. Das Abbauverfahren eignet sich hierzu weniger, da das Kinkurbeln 
des zweiten, dritten usw. Dividenden in H das vorliufige Ergebnis in U verfalscht 
und daher eine leere Gegendrehung erfordert; auBerdem gilt in diesem Falle die 
umgekehrte Schaltregel. 
te o7 102-005 1-7 

6. Beispiel: 3-37 Iz1 1 0-687" 

Ergebnis auf 4 Dezimalen verlangt, daher 4 Kommastellen in U, in H soviel 
Kommastellen als méglich, also 8, bleiben fiir E 4 Kommastellen. 13 87 in E, Schaltung 
,gleichsinnig*, drehen bis in H 5:7 erscheint. (In U steht nun 0:4110.) 

H léschen, 12:1 in E, Schaltung ,,gegensinnig“‘, drehen bis in H 102-005 aufscheint. 
(In U ist sodann die Komplementarzahl 91-9808.) 

H léschen, 0°587 in E, Schaltung ,,gleichsinnig“*, drehen bis in H 1:7 erscheint. 

Resultat in U: Komplementirzahl 94°8769, somit das 

Ergebnis mit — 51281. 


Die bisher dargestellten Kombinationen von Grundrechnungsarten stellen eine 
Vervollstandigung der einfachen Verfahren dar, die bereits in der Anleitung angegeben 
wurden. Es sei noch erwihnt, da8 sich auch auf der ,,Curta‘‘ das Handrechenverfahren, 
das von v. Stein! fiir Rechenmaschinen umgearbeitet wurde, eignet, wenn man die 
allgemeinen Divisionsregeln beachtet. 

Im Anschlu8 an diese einfachen Kombinationen seien noch einige spezielle Ver- 
fahren angefiihrt, die insbesondere in der Vermessungspraxis eine groBe Rolle spielen. 


7. Die Multiplikation mit einer Maschindifferenz in U. 

Bei einigen Rechenverfahren ist es nétig, een Faktor, der in EK eingestellt wird, 
mit einer in U zu bildenden Differenz zu multiplizieren; dieser Rechenvorgang hat 
dann die Form 

x (b — ec). 

1 Von Stein: Allgemeine mathematische Berechnungen mit der Brunsviga 20. Braunschweig 

1940, Brunsviga-Maschinenwerke Grimme Natalis u. Co. A. G., Braunschweig. 
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Zuerst muB die Zahl b durch leeres Einkurbeln in U eingestellt werden. Zur weiteren 
Berechnung kommt a in E zu stehen, man schaltet auf ,,gegensinnig” und dreht 
solange, bis in U die Zahl c erscheint. Somit hat man in U tatsichlich (6 — c)mal 
gedreht und die verlangte Operation ausgefihrt. 


8. Die Flachenberechnung nach Elling. 


Dieses Verfahten, das die maschinelle Auswertung der Dreiecksflachenformel 
darstellt, verwendet die Maschindifferenzbildung in U. Oft hat man es mit einem 
Koordinatensystem zu tun, bei dem alle Punktkoordinaten positiv sind. In diesem 
Falle ist das bekannte Schema der ,,Treppe‘‘ mit der Schaltung ,,gegensinnig“ zu 
rechnen. Die Anleitung erfolge an einem Beispiel. 


7. Beispiel: 
Punkt: Koordinaten: Rechenanleitung: 
y x 
A 13:25 5°76 Der erste Punkt ist am Ende mindestens 
B 1813 15:01 einmal zu wiederholen; es muf dann 
Or eS Nb ee eine gerade Anzahl von Punkten ange- 
A [3°25 on 0o schrieben sein, ansonsten der erste Punkt 
nochmals zu wiederholen ist. 

2.F = 13374286 In U 5°76 einkurbeln. 

Ff =.'66:7143 In E 18°13 einstellen. 


Drehen auf 7°04 in U. 
In E 13°25 einstellen. 
Drehen auf 15°01 in U. 
In E 28°35 einstellen. 
Drehen auf 5°76 in U. 


Das Resultat, namlich der doppelte Flacheninhalt, steht i H. Zur Kontrolle 
erfolgt eine zweite Berechnung, wobei die Einstellungen in U und E vertauscht werden. 

Sind jedoch ein Teil der Koordinaten negativ, so ist das Verfahren von Elling 
bei Maschinen ohne Umschaltméglichkeit von U nur durch Komplementirzahlen 
lésbar; da dies leicht zu Verwirrung fiihrt, verschiebt man im allgemeinen das 
Koordinatensystem. Bei der ,,Curta‘‘ kann jedoch auch bei wechselndem Vorzeichen 
leicht gerechnet werden. Erst sei der Fall behandelt, da8 nur eine Koordinate auch 
negative Werte aufweist, wie er etwa beim Gau-Kriiger-System auftritt. 

Sind etwa alle y-Koordinaten negativ, so rechnet man ebenso wie schon oben 
angefiihrt, jedoch zweckmaRigerweise mit der Schaltung ,,gleichsinnig“*, da man 
dann den doppelten Flacheninhalt als positive Zahl erhalt; bei Schaltung ,,gegen- 
sinnig‘‘ ist die Rechnung auch richtig, jedoch erscheint das Ergebnis als Komplementir- 
zahl. Bei Vorzeichenwechsel innerhalb einer Koordinatenreihe stellt man diese Reihe 
in U ein und beachtet folgende Regeln: 

a) Positive Koordinaten erfordern Schaltung ,,gegensinnig“, negative Schaltung 
, gleichsinnig“. 

b) Bei jedem Vorzeichenwechsel der in U eingestellten Koordinatenspalte erst 
auf 0 drehen, dann umschalten, dann neuen Wert eindrehen. 

Stellt man anschlieBend zur Kontrolle die Koordinaten mit wechselndem Vor- 
zeichen in EK ein, so bleibt Regel a erhalten, wihrend sich b wie folgt andert: 

c) Bei jedem Vorzeichenwechsel der in E eingestellten Koordinatenkolonne vor 
der Einstellung der neuen Koordinate umschalten. 

Die Kombination aller drei Regeln a, b und ¢ stellt bereits die Lésung des all- 
gemeinsten Falles dar, nimlich die Berechnung der ,,Treppe‘‘ bei Vorzeichenwechsel 
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in «und y. Kinzig die Frage der Ausgangsschaltung mu noch geklirt werden, es ist 
leicht erkennbar, da dabei folgende Regel gelten muB: 


Ist das Vorzeichenprodukt der ersten eingestellten Werte positiv, dann Schaltung 
»gegensinnig™, ist es negativ, dann Schaltung ,,gleichsinnig‘‘. Ein Beispiel soll zeigen, 
dafi sich diese Regeln ohne besonderes Nachdenken anwenden lassen. 


8. Beispiel: (Koordinatensystem von Beispiel 7 verschoben): 
Punkt: Koordinaten: Rechenanleitung : 


y 9 In U 424 einkurbeln. 
Ausgangsschaltung: (— 4°24) x (— 1:87) = + 
daher ,,gegensinnig“. 
In E 1:87 einstellen. 
U auf 2°96 drehen. 
— 675 — 424 In E 6°75 einstellen. 
+ 501 U auf 0 kurbeln, Schaltung wechseln (,,gleich- 
+835 — 2°96 sinnig“*) auf 5°01 drehen. Schaltung wechseln 
—675 — 424 (,,gegensinnig“*), da Vorzeichenwechsel in E. 
8°35 in E einstellen. 
U auf 0 kurbeln, Schaltung wechseln (,,gleich- 
86 sinnig*‘), auf 4:24 drehen. 
43 Resultat positiv in H. 


BQ wom 
| 
a 
~J 


9. Die Darstellung einer Geraden. 


Will man Punkte auf einer vorgegebenen Geraden einrechnen, Punktkoordinaten 
fiir eine Absteckung festlegen oder einen Vorwirtsschnitt mit orientierten Richtungen 
lésen, so ordnet man die x-Koordinate U, die y-Koordinate H und die Tangente 
des Richtungswinkels der Geraden E zu. 


Auch bei dieser Rechenart lassen sich bei Beniitzung der ,,Curta*‘ Komplementir- 
zahlen vermeiden. Man stellt die Ausgangskoordinaten immer als positive Zahlen 
in U und H ein und schaltet anschlieBend nach der Regel: Ist das Vorzeichen- 
produkt von 2, x y, x tg Rk positiv, dann Schaltung_,,gleichsinnig*‘, ansonsten 
,gegensinnig*. Die Schaltung andert sich dann wahrend der Rechnung, wenn eine 
Koordinate das Vorzeichen wechselt, das heiBt wenn diese Koordinate erst einmal 
Null wird, um dann im anschlieBenden Quadranten mit geindertem Vorzeichen wieder 
anzuwachsen ; diese Koordinate hat also im Ergebnis das entgegengesetzte Vorzeichen 
als bei der Einstellung. 


9. Beispiel: Gegeben der Punkt y, = — 11:79, x; = — 13:28 und der Richtungs- 
tangens mit + 0°76523. Gefragt ist der Schnittpunkt mit der y-Achse, also muf 
X_ = 0 werden. 


Einstellungen: In H: 11°79, 
in U: 13°28, 
in E: 0°76523, wobei man in U 3 und in H 8 Kommastellen wahlt. 


Schaltung ,,gleichsinnig‘, da — x — x += + ist: 
U auf 0 drehen, gibt in E das Resultat mit y, = — 16277456 = — 1:63. 


10. Beispiel: Angaben wie Beispiel 9, jedoch soll der Schnitt mit der x-Achse 
festgestellt werden, also y; = 0 wird. Dazu muB in der Endstellung von Beispiel 9 
weiterhin tg R von H abgezogen werden. Dadurch kommt aber die x-Koordinate 
iiber die Nullstelle hinaus. Daher erst U auf 0 drehen wie in Beispiel 9. 

3* 
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Umschalten auf ,,gegensinnig’‘ (damit wird das Ergebnis in « positiv!). 
H soweit als méglich auf Null drehen. 
In U erscheint das Ergebnis mit 7, = + 2°127 = + 2:13. 


10. Der Vorwartsschnitt nach orientierten Richtungen. 


Fiir die Berechnung eines Vorwirtsschnittes auf einer einfachen Rechenmaschine 

verwendet man-allgemein das Verfahren von Heckmann?; auch hierin erlaubt die 

,Curta‘‘ durch ihre Umschaltmoglich- 

(Zg-,)7an Ry keit eine Vereinfachung. Die Formeln 

\ (9-5) 190 hz) , und Bezeichnungen, die dabei vorkom- 

“f° men, sind aus der Skizze leicht zu 
entnehmen : 


Yu = 91 + (%, — 2%) tg hy, 
Ys = Yn + (% — 2.) (tg R, — tg R,), 
Yo. = Yo — (Fz — Be) tS Ke. 


Wie schon erwahnt, kommen alle 
y-Werte in H, die Tangenten in E und 
alle x-Werte in U, wobei in U Maschinen- 
differenzen zu bilden sind. Die Indizes 
sind hierbei so zu wihlen, daB |tg Ry) > 
> |tg R,| wird, also tg R, und der Aus- 

Abb. druck (tg R, — tg R,) immer nur das 

gleiche Vorzeichen haben; somit kann 

in E kein Vorzeichenwechsel eintreten. Die Schnittmethode stellt lediglich die Darstel- 

lung zweier Geraden in der Maschine dar. Man kann daher leicht die Rechenregeln 
angeben: 


: 
‘ 


A. Ist das Produkt von 2, x y, x tg R, positiv, dann Schaltung ,,gleichsinnig*’, bei 
negativem Produkt ,,gegensinnig“. 


B. Fir das Produkt x x y, x tg R, gilt die umgekehrte Regel. 


Wird wahrend der Rechnung der 2- oder y-Wert Null, das heiBt wechselt man den 
Quadranten, so ist an der Nullstelle umzuschalten; das Ergebnis dieser Koordinate 
hat dann das entgegengesetzte Vorzeichen der Einstellung. Die Rechnung kann nach 
folgendem Schema durchgefiihrt werden, das dem Muster 53 des Bundesamtes fiir 
EKich- und Vermessungswesen angepaBt ist; die fetten Zahlen geben die Reihen- 
folge der Rechnung an: 


H = 1 y, einstellen Yu erscheint 6 auf y, drehen 10 y, erscheint 
2 : = ‘ 
U 3 2 x, einkurbeln 4 auf x, drehen 7 2, erscheint § aufschreiben 
E23 te R, einstellen aufschreiben 5 9 drehen auf x, 
5 (tg R,—tg R,)2 § tg R, einstellen 
einstellen 
11. Beispiel: P,, P,, Py legen in einem Quadranten. 
ty = +127 ty = + 164-93 tg Ry = + '1:23436, 
Y= +9217 Yo = + 51864 tg R, = — 0:87231, 


damit: tg R, — tg R, = + 2°10667; 


° Heckmann: Zur Berechnung des Vorwiartseinschneiden mit der Rechenmaschine. Z. 
Vermessungswes. 539—543 (1937). 
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nach obigem Schema. ergibt sich: a) —= + 271:475, 
Yo = + 425-700. 
12. Beispiel: P,, P,, Py liegen in verschiedenen Quadranten. 


@ = — 117-43 a, = — 210-21 tg Ry = + 1:23478, x = + 227°54,, 
Y, = — 241-13. y, = + 321-47 tg R, = — 0:31218, y, = + 184:83,, 
tg R, — tg R, = + 1:54691, 


_ Dieses Beispiel mu8 mit besonderer Aufmerksamkeit gerechnet werden, da beim 
Kurbeln von 2, auf 2) sowohl die y- als auch die x-Achse gekreuzt wird, also hinter- 
einander U oder H auf Null zu drehen ist. Der hierbei in H jeweils verbleibende Rest 
ist beim Umschalten zu léschen. 


| 
| 


Ks ist sicher, da sich noch weitere interessante Rechenverfahren fiir besondere 
Antforderungen finden lassen. Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die ,,Curta<‘ 
in der Hand eines geiibten Rechners sehr wesentliche Vorteile bietet, die man dieser 


kleinen Maschine anfangs gar nicht ansieht. (Eingegangen am 9. November 1954.) 


Dehnungsspannungen und Verschiebungen der Konoidschalen. 
Von D. Riidiger, Dresden. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Konoidschale wird durch Riickung einer Geraden langs einer Rand- 
funktion und einer Koordinatenachse erzeugt. Zur Berechnung der Komponenten des Lings- 
krafttensors und des Verschiebungsvektors werden mit Hilfe der allgemeinen Schalentheorie 
von H. Neuber partielle Differentialgleichungen erster Ordnung abgeleitet. Fur Randbelastungs- 
zustande und fur eine Flachenbelastung sind die Lésungen der Differentialgleichungen abgeleitet 
und explizite Formeln fiir die technisch-physikalischen Komponenten des Langskrafttensors 
berechnet worden. 

Summary. The conoid shell is generated by moving a straight line along a marginal function, 
and a coordinate axis. For computing the components of the tensor of longitudinal force, and 
of the vector of displacement, partial differential equations of the first order are deduced by 
means of H. Neuber’s general theory of shells. The solutions of these differential equations 
are established for marginal loading, as well as for surface loads, and explicit formulae are given 
for the mechanical and physical components of the tensor of longitudinal force. 


Résumé. La coque conoidale est générée par le déplacement d’une droite le long d’une 
fonction marginale et d’un axe de coordonnées. Pour calculer les composantes du tenseur de 
force longitudinale et du vecteur de déplacement, on déduit, a Vaide de la théorie générale des 
coques de H. Neuber, des équations différentielles partielles du premier ordre. Pour les efforts 
sur les bords et pour une charge continue, on a déduit les solutions des équations différentielles 
et caleulé des formules explicites pour les composantes physicotechniques du tenseur de force 


longitudinale. 


I. Einleitung. 


Die Berechnung der Dehnungsspannungen und Verschiebungen in_beliebigen 
Flachen ist in allgemeiner Form von M. Lagally’ und F. Lobell? durchgefiihrt 
worden. In den Arbeiten wird unabhiingig von einem Koordinatensystem durch 
Vorgabe von Ma8-, Haupt-, Spannungs- und Dehnungstensor der Flaichen eine partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir eine Spannungsfunktion abgeleitet. Die 
Endgleichung ist mit der charakteristischen Differentialgleichung der Geometrie 
identisch, mit deren Liésung J. Weingarten® die infinitesimalen Verschiebungen 


1M. Lagally: Z. angew. Math. Mechan. 4, 337 (1924). 
2 F. Lébell: Z. angew. Math. Mechan. 7, 463 (1927). 
3 J. Weingarten: J. reine angew. Math. Mechan. 160, 296 (1887). 
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einer unausdehnbaren Flache ableitete. Dehnungsspannungen und zugehérige Ver- 
schiebungen werden durch Differentiation der Spannungsfunktion gewonnen. Viel- 
fach ist es aber zweckmiBig, schon in den Gleichgewichtsbedingungen der Schnitt- 
krifte am differentialen Flachenabschnitt bzw. in den Beziehungen zwischen Ver- 
schiebungs- und Verzerrungszustand ein spezielles Koordinatensystem einzufiihren, 
das sich dem technischen Problem anpa&t. Auf diese Weise hat A. Pucher* die 
Dehnungsspannungen allgemeiner Flichen fiir rechteckige und runde Grundrisse 
berechnet. Im folgenden werden die Dehnungsspannungen und die zugehdrigen 
Verschiebungen von Konoidschalen mit rechteckigen Grundrissen fiir ein vorgegebenes 
Koordinatensystem berechnet. Es wird dabei mit Vorteil von der allgemeinen Schalen- 
theorie von H. Neuber® Gebrauch gemacht. Zunichst werden die verwendeten 
Gleichungen der allgemeinen Schalentheorie zusammengestellt. Die kartesischen 
Koordinaten der Schalenmittelflache werden mit 

0) 

a eS BEDES) (1) 
bezeichnet. Durch 

x (x = 1, 2) (2) 
sind ihre krummlinigen Koordinaten definiert. Fiir die Indizes k und « wird 


gegebenenfalls 7, m und £, y, 6 verwendet. Die kartesischen Koordinaten sind 
Funktionen der krummlinigen Koordinaten. Durch partielle Differentiation ent- 


0 
stehen die sogenannten Tangentenvektoren c*: 

0 0 

c= wt, (3) 
Fiir die zweiten Ableitungen wird die Abktirzung 

Oiinh ey 

ch a ep (4) 
eingefiihrt. Die kovarianten und kontravarianten Koordinaten des MaBtensors der 
Schalenmittelflache sind durch die Gleichungen 


0 0 0. 0 


Byp = CnCh a? — corel (5) 
gegeben. Aus den Gl. (5) folgt, daB 
0 0 

co =a, av = & (6) 


ist. 68 ist das Kronecker-Symbol, ein Tensor zweiter Stufe mit den Koordinaten 


oo = 1 fiir 6 = ~« und & = 0 fiir B + x. Die Koordinaten des Normaleneinsvektors 
der Schalenmittelfliiche werden aus der Beziehung 
oo 


ee Se ee eee Zz pm td 
N = N;, ot Ekim C) & (7) 


ja 
0 0 


berechnet. Die Tangentenvektoren c!, c” und der Normalenvektor N* bilden ein 
Rechtssystem. In den Gl. (7) ist die Determinante der kovarianten Koordinaten 
des MaBtensors mit a bezeichnet worden. ¢;;,, ist das Permutationssymbol, ein 
Tensor dritter Stufe mit den Koordinaten 


Exim = &'™ = +1 fiir k,l,m in gerader Permutation, 
Exim = &'™ = — 1 fir k,l,m in ungerader Permutation, (8) 
Exim = &'™ = 0 fiir zwei gleiche Indizes. 


4 A. Pucher: Beton u. Eisen 38, 298 (1934). 
° H. Neuber: Z. angew. Math. Mechan. 29, 97, 142 (1949). 
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Zur Berechnung der kovarianten Koordinaten des Haupttensors der Flachentheorie 
werden die Gleichungen 


0 
= Ch, N, (9) 


628 


verwendet. Die bei den kovarianten Flichendifferentiationen 


0 
A*|, = Be AES ts Alp Ay — Phy (10) 


0 
auftretenden GrédBen I™,,, sind Abkiirzungen fiir die Christoffelschen Dreiindizes- 
symbole zweiter Art. Zur Berechnung dienen die Gleichungen 
ne 1 ad 
Pray = ZO" (Apa, + Foie — %ja)- ca 


Il. Geometrische Grundlagen. 
Die Schalenmittelfliche der manpidsehals wird durch die Riickung einer Geraden 


langs einer beliebigen eee r é 1) und der a Achse crease (Abb. 1). Die Projektion 


der Erzeugenden in der a a*Ebene ist an jeder Stelle zur eT A chine parallel. Die Flache 
kann durch die Gleichung : 
: * 


a? == —— rr (x) (12) 
beschrieben werden. Zwischen den _ kartesischen 


0 
Koordinaten x* und den Flaichenkoordinaten 2* be- 
steht nach Abb. 1 das Gleichungssystem 


Abb. 1. Geometrie der Schalenmittel- 
flache und Koordinatensystem. 


Mit der gegebenen Parameterdarstellung der Flache kénnen die Gl. (3), (4), (5), (7), 
(9) und (11) berechnet werden. Es ergibt sich die nachfolgende Tabelle 1. Striche 
bedeuten Ableitungen nach wz. Fiir die Determinante der kovarianten Koordinaten 
des MaBtensors gilt die Beziehung 


a=1+ f/f, + fi. (14) 


III. Differentialgleichung des Spannungszustandes. 

Zur Aufstellung der Differentialgleichung fiir den Dehnungsspannungszustand 

wird die Gleichgewichtsbedingung der tangential zur Schalenmittelflache wirkenden 

Krifte [Allgemeine Schalentheorie Gl. (93)] und die Gleichung fiir das Kriaftegleich- 

gewicht in Richtung der Flaichennormalen [Allgemeine Schalentheorie Gl. (99)] 

verwendet. Die drei Gleichgewichtsbedingungen lauten im Falle des Dehnungs- 

spannungszustandes : 

peti al | 

(15) 
b,, L°* + p (3) = 0 
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Tabelle 1. Geometrische Werte der Schalenmittelflache. 


k, & uf 2 3 
ce ee ee eS ne 
0 |) 
cf 1 0 : hia 
0. 
ck 0 1 hie 
Ww a hia . fir hie 
} U9 ow file L + fis? 
: Tang ou fifie 
1o 12 EM ace 
a Hes - 
ite ay eee ess Te 
a a 
cee  ngaibs wh 9a hie 1 
N, oS pe aren Va 
| a a a 
04 
C14 0 0 fi fina 
0. 0 
c= Coy 0 0 hp fie 
Sat ates SS tg 
ce 0 0 + fie 
a ha hs | 
b —- + 
lao Va Va 
b fire ee fies 
vi Va Va 
rr, i fiche aE hiefire 
rr, 2, se + pale 
rh, 4 ae. 
Wows cce TS ae 
2 fief 
I ae ote mt 


Sie sind zur eindeutigen Berechnung der Schalenlingskrafte ausreichend. Fiihrt 
man die Abkiirzungen 


i? Val, p*=Vap*, p(3)=Vap(3) (16) 


ein, kann fiir das Gleichungssystem (15) auch 
* * Os Oy 0 -« * 
im, + im, + Pin +20, 1 +l +p 0, 
* * 0 * 0 * 0 * * 
BY oe Di EPY 4 2 ee ae Te, ee ee, (17) 
br EM + 2b, 1% + bap Le + p(3)=0 


geschrieben werden. Mit Hilfe der Gl. (17), wird aus (17), L® und aus (1%), iM 
eliminiert : 
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pu LY pu Me er at ae 20s mu \ 
vie er Pe = 1 Ea? Poll 08 Breas Poa) az 
bx 12 Baz +. 82 


22 


0 
rs * 
ek (3) p al 0, 
22 
* * ‘ 0 0 0 0 
12 p 2 2b 700 o) b 
pe tb Ee in(are,, a Py) + ier a ve) 
0 
I hes 


bb? bE bE Ep (8) = 0 


Die Summen in den Klammern von (18) verschwinden identisch, so da& die drei 
Gleichgewichtsbedingungen 


mM, om I”, =p fap fa) py 
I, + 1, = + fap (3) — 2, ot 


far L4 + 2 fig L® + fog L® = — ap (8) 
bestehen bleiben*: °. 
Im vorliegenden Falle der Konoidschalen ist 


att 


pth Ge? K 


r . 
fia = a ae fire a me fies = 0. (20) 


Die Gleichgewichtsbedingungen (19) werden durch den Ansatz einer Spannungs- 
funktion 


1 = + Fy + | (ip (3) — PY) dat, 


12 — F .; | 
DL? + \ Pin dx? + | (fio p (3) — p?) da? | 


erfiillt, die der Differentialgleichung 
27 By — 1" 2B y= + lap (3) +r a | (fap (3) — py da? (22) 


geniigt. Die Berechnung der Schalenlangskrafte ist somit auf die Integration der 
partiellen Differentialgleichung (22) zuriickgefiihrt worden. 


IV. Differentialgleichung des Verschiebungszustandes. 

Zur Aufstellung der Differentialgleichung fiir den Verschiebungszustand der 
Membran wird die Beziehung zwischen dem Dehnungstensor und dem Verschiebungs- 
vektor [Allgemeine Schalentheorie Gl. (121)] verwendet. Es wird die kovariante 
Schreibweise 


Se Vat ot deg (23) 
benutzt. Die Gl. (23) lauten ausgeschrieben: 

Vila = bi is (3) = dy, 

Vole — bez V (3) = 2, (24) 


Vile ze Vola a 2 dys V (3) ae 2 dyp. 
® B. Lafaille: Abh. Intern. Vereinig. f. Briicken- u. Hochbau 8, 295 (1935). 
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0 
- Wegen b..=I’,, = 0 kann aus der zweiten Gl. (24) sofort V, berechnet werden. 
Es ergibt sich: 


Ve diet (25) 
Aus der dritten Gleichung wird V (3) mit Hilfe von 
d 
V (3) =4-Vih — = (26) 
eliminiert : ~~ > si ; 
Vile + Vali ae Vij. = 2 (dis e=. mm dis); (27) 


Der Ubergang auf die partiellen Differentialquotienten liefert 


2 by. {. « oA i by. - P bi. PP | Nes. 
Vip b., Vin + 2V; Pe bi Ta) eee ea 12 ee ht 


= \dyy da? + 2 (dy — 2 ds). (28) 


Die Summen in den Klammern der linken Seite der Gl. (28) verschwinden identisch, 
so daB mit (20) die Differentialgleichung 


20 Vag — POV =r eS (| (doo, da® — 2dy,) — 1’ dy (29) 
erhalten wird. Die partielle Differentialgleichung (29) ist, abgesehen von der Un- 
bekannten und der Stérungsfunktion, mit der Differentialgleichung (22) des Dehnungs- 
spannungszustandes identisch!. Die Verschiebung V (3) in Richtung der Normalen 
der Schalenmittelfliche wird aus (26) berechnet. Es ergibt sich: 


al, hae 


V (3) = HT et dy) 1, Vy - V>. (30) 


V. Lésung der Differentialgleichungen. 


Die Losung der Differentialgleichungen (22) und (29) wird aus der Lésung der 
verkiirzten Gleichung und einem partikuliren Integral der vollstandigen Differential- 
gleichung zusammengesetzt. Hine Integration der verkiirzten Gleichung 


27 Fi, —7r’ PF, =0 (31) 
gelingt durch den Produktansatz 
Fe Oat (ares (32) 
Durch Kintragen von (32) in (31) erhalt man die totale Differentialgleichung 
; nr 
fC (33) 
zur Berechnung der Funktion ®. Mit ® = Gn yn wird die Lésung von (31) 
Cy n n € 
Eco (a2)}* (ise ios 2, le + 1,+2...) (34) 
erhalten. Hine andere Losung lautet 
B= ¢, Ini[i(a® ee (35) 


Aus den Differentiationen 
Ya aM ah PY pte (nn 
Fig = + 0,21" (a8)@"—0, (mn = — 60... (1)... +09) 
Fin = 0, ee 


und dem Ansatz (21) folgen fiir die kontravarianten Koordinaten des Lingskraft- 
tensors die Beziehungen 
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[Ge =e ove = yn (a2)@ rere 


ye 28 aps anol (a2)2", (nm = — co... (1)... + 00) (36) 


1 r 
Ui peeing oer (ip! MD)! F(y2V2m + 1) __ (y2)\(2n +1) 
ey y 88) (ayant, 


: In den Gl. (36) bedeutet a eine beliebige Koordinate x? = konstant. Aus den 
_ Lésungen (34) und (35) kann mit (25), (29) und (30) auch ein dehnungsloser Ver- 
_ schiebungszustand abgeleitet werden. Zur Anwendung der Lisung (36) auf praktische 
_ Aufgaben ist die Kenntnis der technisch-physikalischen Tensorkomponenten? 


a 


L (xp) = 1*|/ (37) 


ib 


_ notwendig. Die technischen Schalenlangskrifte werden ‘aus (36) in Verbindung mit (37) 
abgeleitet. Es ergeben sich die Gleichungen 


L(A) =+ | - 2c, r'” (g2)2n—D, 


ie (12) <3 Cn rad ge (n- 1) Ges, (38) 
EL (22) = A vat oe l (r’ r'm—Dy! [(a2ye” sa eve (a2)@n+ D 
sh a, "2n4 1 I. 


Zur Berechnung des Dehnungsspannungszustandes 
der Konoidschalen infolge einer beliebigen Flichen- 
belastung ist es im allgemeinen notwendig, die 
Differentialquotienten in (22) durch Differenzen- 
quotienten zu ersetzen®. Fiir den Fall einer auf die ~ 
GrundriBebene bezogenen senkrechten Belastung ~~ 
q = ¢ (z') ist jedoch eine einfache geschlossene Loésung 

_moglich (vgl. Abb. 2). Die technisch-physikalischen 
Belastungskomponenten sind in diesem Falle durch 
die Gleichungen 


(a*)- | Gigs , 
p(l)= a ea” OP, ——. 

: ie LS 
oes Bs en) 

Eel & Abb. 2. Flachenbelastung q (a!) der 
p (3) = — ee. | Konoidschale. 

a 


gegeben. Wird (39) in die Stérungsfunktion der Differentialgleichung (22) eingesetzt, 
so folgt: 

27 Fy — 7’ PF, = — lg (2). (40) 
Die Spannungsfunktion in (40) ist eine Funktion von a! mit den Ableitungen F'9,, = Fy’, 
Fy, = 9. Die Gl. (40) hat somit die Losung 


ef ania 
E,= — 2) 2" dat. . (41) 
Die Differentialquotienten der Spannungsfunktion (41) 
ty 1) 1 1) ]/ 
Poa = ee ? Fo. = 9, Fou = — 5 


7 H. Neuber: Z. angew. Math. Mechan. 23, 323, 324 (1943). 
8 A. Pucher: Bau-Ing. 18, 118 (1937). 
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liefern mit den Gl. (21) die kontravarianten Koordinaten des Langskrafttensors fiir 
den Fall einer senkrechten auf die Grundri&ebene bezogenen Flachenbelastung: 


LO: 
le q (2?) 
2 2 
eae Var’ (42) 
Uxeeme lea ROH (cee alae: 
mat 3ae|tr | @— 2). | 


Die physikalischen Schnittkrafte werden aus (42) in Verbindung mit (37) berechnet. 


Das Ergebnis lautet: 
EL) = 0; 


LAAN 2) 


, r 
(a 


| 
| 


(43) 


l (a1) 
L(22)= +// = 3|40 


a) 


Die Schnittkraftgleichungen (43) gelten fiir ene Konoidschale mit beliebiger Rand- 
funktion r =r (a). Im Sonderfall der Geraden entsteht das vielfach behandelte 


hyperbolische Paraboloid® °. 
(Hingegangen am 11. Dezember 1954.) 


Uber die Geraden-Hiillbahnen bei der Bewegung eines starren 
ebenen Systems. 


Von R. Bereis, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Arbeit enthalt Untersuchungen uber die Hullbahnen von Geraden 
eines zwangliufig bewegten ebenen Systems mit Hilfe der Polketten, wobei die Verwendung 
komplexer Zahlen die auftretenden Rechnungen wesentlich vereinfacht. So werden Aussagen 
iitber die héheren Riickkehrkreise, héhere Krimmmungsmitten, Affinnormalen und Schmiegkegel- 
schnitte von Geraden-Hiillbahnen gewonnen. 


Résumé. Ce travail contient des recherches sur les enveloppes de droites des systémes plans 
mobiles, astreints & des conditions déterminées, au moyen des polaires, et la fagon dont l’emploi 
des nombres complexes simplifie essentiellement les calculs envisagés. On obtient ainsi des ren- 
seignements sur les cercles de rebroussement, les centres de courbure, les normales a affinité et 
les intersections obliques des céniques par des enveloppes de droites. ; 


Summary. The paper contains investigations on the envelopes of straight lines of a guided 
plane systems, by means of the polars. Calculations are very much simplified by the use of complex 
numbers. In this way some statements are obtained on the circles of regression and curvature 
centres of higher order, on the affine normals, and on the osculating conie sections of the envelopes 
of straight lines. 


I. Einleitung. 


Bewegt sich eine starre ebene Scheibe Y (Gangebene) zwangliufig in ihrer ruhend 
gedachten Ebene 2, (Rastebene), so durchlaiuft jeder Punkt 7 von Y in 3, eine Linie 
(7), die ,,Bahn*‘ von T, und jede Gerade ¢ von XY umhiillt in ¥, eine Kurve (f), die 
,,Hiillbahn* von t. 

Wihrend die Punktbahnen von verschiedenen Seiten aus eingehendst untersucht 
worden sind, beschrankte man sich bei der Betrachtung der Geraden-Hiillbahnen bisher 
auf die Ermittlung ihrer Punkte und Kriimmungskreise, wogegen ihre Affinnormalen 


® K. G. Tester: Ingenieur-Arch. 16, 39 (1947). 
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nur im einem speziellen Fall‘ und ihre Schmiegkegelschnitte iiberhaupt noch nicht 
untersucht wurden. Diese Liicke soll nun mit der vorliegenden Arbeit ausgefiillt 
werden. Wertvolle Ratschlige fiir Stoffauswahl und Formgebung sowie anderweitige 
Anregungen verdankt der Verfasser Herrn Prof. W. Wunderlich. 

Zur mathematischen Beschreibung mégen, 
wie neuerdings iiblich, Gang- und Rastebene 
als GauBsche Zahlenebenen aufgefaBt wer- 
den?. Ein Punkt wird dabei unter Verwen- 
dung kartesischer Normalkoordinaten (a, y) 
bzw. (€,7) in 2 durch die komplexe Zahl 
2=x-+7y, in J durch € = € +77 repra- 
sentiert. Unter Ausschlu8 der nur auf triviale 
Ausartungen fiihrenden Parallelverschiebung 
kann stets der Drehwinkel gy = <x & als 
Bewegungsparameter beniitzt werden, was 
die Rechnungen sehr vereinfacht (vgl. ,,I‘‘). 
Die jeweilige Lage des Nullpunktes 4 von 
(€, 7) in der Rastebene wird dann durch eine 
komplexe Funktion z = a (gm) gekennzeich- 
net, mit deren Hilfe sich auch die Lage 
jedes weiteren Punktes ¢ der Gangebene in 
dem ruhenden System vermége 


Abb. 1. 


z=a(p) +e (1) 
angeben laBt. Diese pragnante analytische Darstellung der ebenen Bewegung ist fiir 
die folgenden Ausfiihrungen grundlegend. Fiir festes ¢ und veranderliches ist (1) 
die komplexe Gleichung der Bahnkurve des Punktes ¢. Bei allen im folgenden auf- 
tretenden Ableitungen wird Existenz und Endlichkeit stillschweigend vorausgesetzt. 


Il. Polketten. 


Durch n-malige partielle Ableitung der Gl. (1) nach » gelangt man zu dem vom 
Koordinatensystem unabhangigen n-ten Ableitungsvektor 

Z™ = aM 4+ Cire'? = a™ 4+ (z — a)i” (2) 

der Bahnkurve des Punktes ¢. Jener Punkt P,,, fiir welchen dieser Ableitungsvektor 


verschwindet, heiBt der zu dem betrachteten Augenblick gehorige n-te Pol der Be- 
wegung. Seine augenblickliche Lage in der Rastebene bestimmt sich gemaé8 (2) durch 


Sa pice ies een 4s (3) 


und ist ebenfalls vom verwendeten Koordinatensystem unabhingig. Im besonderen 
ist P, der Drehpol (das Momentanzentrum), P, der Wendepol usw. Die unendliche 


Reihe der Punkte P,, P, .... wird Polkette genannt. Kennt man fiir einen bestimmten 
Zeitpunkt die ersten n Glieder der Polkette, so kennt man zufolge 
2”) = (2 — p,) i” (4) 


1G. Lochs: Die Affinnormalen der Bahn- und Hiillkurven bei einer ebenen Bewegung. Mh. 
Math. Phys. 38 (1931). 

2 Vgl. hierzu: R. Bereis: Aufbau einer Theorie der ebenen Bewegung mit Verwendung kom- 
plexer Zahlen. Osterr. Ing. Arch. 5 (1951); im folgenden zitiert mit ,,I‘‘; sowie: Die Fernpolstellung 
der ebenen Bewegung, Osterr. Ing. Arch. 6 (1952). Ausfiihrliche Hinweise auf altere Literatur 
findet man in ,,I‘‘. An neueren Beitriigen waren hinzuzufiigen: G. C. Steward: On the cardinal 
points in plane kinematics. Acta mathem. 88 (1952); Plane kinematics. Math. Gaz. 36 (1952). — 
H. R. Miiller: Verallgemeinerung der Bresseschen Kreise fiir héhere Beschleunigungen. Arch. 


Math. 4 (1953). 
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auch die n ersten Ableitungsvektoren aller Bahnen, beherrscht somit deren differential - 
geometrische Probleme fiir den betrachteten Moment bis zur n-ten Ordnung. 

Aus Gesagtem folgt unmittelbar, daB die beiden Bahnkurven jedes Punktes fiir 
zwei Bewegungen, die in einem bestimmten Augenblick die ersten n Pole gemeinsam 
haben, einander von n-ter Ordnung, das heift (n + 1)-punktig beriihren. 

Betrachtet man neben der Bewegung (1) auch deren Umkehr, das heiBt die Be- 
wegung von >, gegen 2, so erscheint diese beschrieben durch die Gleichung 


f= — ale) pre mits —ae (5) 
Die zugehorigen Pole P,,*, gekennzeichnet durch verschwindende Ableitungen 
En) —_ a™ L 2: ( a)” en = (6) 


sind mit Ausnahme des ersten von den friiheren Polen P,, verschieden; P,,* hat in 2) 
die komplexe Koordinate 

2=p,* =o Pe". (7) 
Zwischen den beiden Polketten {P,,} und {P,,*} besteht ein geometrischer Zusammen- 
hang, dessen analytischer Ausdruck sich durch Anwendung der Produktformel bei 
der Differentiation von « = a e—*? in (7) und durch die Substitution (3) mit 


nN 


pat => (t) (— “1 py... (WH 1,2...) (8) 


k=1 


ergibt. Im besonderen ist P,* = P, der Mittelpunkt der Strecke P, P,*. 


III. Die héheren Kriimmungsmitten einer Geraden-Hiillbahn; héhere Riickkehrkreise, 
héhere Kriimmungsradien. 


Im folgenden wird haufig von dem bereits in ,,I‘‘ eingeftihrten Klammersymbol 
(a, b) = 3 (ab — ab) (9) 


Gebrauch gemacht, das definitionsgemaB stets eine reelle Zahl darstellt und die (vor- 
zeichenbegabte) Flache des Parallelogramms angibt, welches von den durch die kom- 
plexen Zahlen a, b reprasentierten Vektoren aufgespannt wird. Die Verkniipfung (a, b), 
bei der es sich im wesentlichen um das Exprodukt der Vektoren a und 6 handelt, ist 
mithin antikommutativ und distributiv; tiberdies ditirfen beide Komponenten gleich- 
zeitig mit demselben Faktor multipliziert werden, wenn dieser EHinsbetrag hat, da 
hierdurch bloB eine Drehung des Parallelogramms bewirkt wird, die ja den Flichen- 
inhalt nicht andert (,,Drehregel‘‘). Hervorgehoben sei, da gleich- und gegensinnig 
parallele Lage der Vektoren a, 6 durch (a, b) = 0 gekennzeichnet wird. 

Zur geplanten Untersuchung der Hiillbahn einer Geraden ¢ von XY lassen wir die 
n-Achse des Gangkreuzes mit ¢ zusammenfallen; gleichzeitig orientieren wir ¢ im Sinne 
wachsender 7 und machen damit die Gerade ¢ zu einem Speer. Um die Gleichung 
von ¢ im Rastsystem zu erhalten, haben wir nur auszudriicken, da der der Geraden 


angehorige Vektor z — a den Richtungswinkel » + > hat, also zu ie‘? parallel ist: 
dies geschieht in knappster Form durch 

(2 — a, te?) = 0. (10) 
Auswertung des Klammersymbols liefert eine lineare Gleichung in den Minimal- 


koordinaten z,2 (vgl. ,,I**). Durch Anwendung der oben ausgesprochenen Drehregel 
kann man der Gleichung (10) auch die Gestalt 


(ze—*? — g, 4) =0 (11) 


geben, die fiir die anschlieBenden Differentiationen bequemer ist. 
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Zur Bestimmung des Berithrpunktes T von t mit der Hiillbahn (¢) ist (11) nach » 
zu differenzieren. Die so gefundene Gerade ¢, 


(—zte*? — wt) = (2 — a’ del?, — ofr) — (e— p,*, — e'?) = 0 (12) 
enthalt den gesuchten Punkt 7’. Wie aus der Gleichung abzulesen ist, enthalt t, auch 


das Momentanzentrum P,* = P, und hat den Richtungswinkel » + > ist also auf ¢ 


senkrecht; ¢, stellt mithin die (erste) Normale der Hiillbahn (t) dar. 

Die Einhiillende (¢,) aller Normalen von (t) ist die (erste) Evolute von (t); der Berihr- 
punkt 7, von ¢, mit (¢,) stellt das (erste) Kriimmungszentrum der Kurve (t) dar. Die 
Normalen ¢, von (t,) heiBen 2. Normalen von (t), ihr Hiillgebilde (¢,) die 2. Evolute; 
der Beriithrpunkt 7’, von ¢, mit (f,) ist der Kriimmungsmittelpunkt der 1. Evolute und 
wird 2. Kriimmungszentrum der Ausgangskurve (¢) genannt. Sinngemi8 fortfahrend 
gelangt man so zur n-ten Hvolute (t,,) von (t) als Einhiillende der x-ten Normalen t,, 
das sind die gewohnlichen Normalen von (f,_,). 


Man erhalt die Gleichung von ¢, durch n-malige Ableitung von (11) in der Form 
(z : (— 4)" ee ae ov?) t) = (z — a qr e?, qnti e?) = (z == Puts grr e'?) Z=(N (13) 


Wie man sieht, enthalt ¢,, den Pol P,,*. Es gilt also — unabhingig vom Koordinaten- 
system — 


Satz 1: Die n-te Normale t,, der Hiillbahn einer Geraden t enthilt den n-ten Pol P,,* 
der umgekehrten Bewegung. 

Aus der Orthogonalitaét aufeinanderfolgender Normalen ¢,, und ¢,,, folgt ferner 
unmittelbar ; 


Satz 2: Die n-ten Kriimmungsmitten T,, simtlicher Geraden-Hiillbahnen luegen in dem 
betrachteten Augenblick auf einem Kreis mit dem Durchmesser P,,*, P,,.,*, dem ,,n-ten 
Riickkehrkreis.“ 

Zu je cot parallelen Geraden gehort dasselbe System von Normalen ¢,, t,, ... und 
daher auch dasselbe System von Kriimmungszentren 7, T.,.... Wendepunkte 
kénnen im tibrigen bei Geraden-Hiillbahnen im allgemeinen nicht auftreten, solange 
die beiden ersten Pole im Endlichen liegen. 

Geht eine Gerade ¢ in dem betrachteten Augenblick durch P,*, so schrumpft der 
(erste) Kriimmungsradius r, = T T, der Hiillbahn (¢) auf Null zusammen, (¢) weist 
demnach in 7' = 7’, eine Spitze auf. Alle Geraden, die im gleichen Zeitpunkt Spitzen- 
tangenten ihrer Hiillbahnen darstellen, bilden somit i. a. das Strahlbiischel P,*; die 
Spitzen selbst liegen auf dem 1. Riickkehrkreis. 

Fir jede nicht durch P,* gehende Gerade ¢ ist die Lange der Projektion des Vek- 
tors P,* A auf t, 

rp = TT, = (a — p,*, re) (14) 
von Null verschieden. 

Analog bezeichnet man die Strecke 7', 7, — den gewohnlichen Kriimmungsradius 
der 1. Evolute (¢,) — als den ,,2. Kriimmungsradius“‘ r, von (¢) an der betrachteten 
Stelle. Da 7’, 7’, durch Projektion von P,* P;* auf t, erhalten werden kann, ist 

tie = 2 Te = (ps" — 5", 22). 
Sinngema8 fortfahrend gelangt man zum ,,n-ten Kriimmungsradius,, r, von (t) — dem 
gewohnlichen Kriimmungsradius der (n — t)-ten Evolute (¢,,_) — 
Tin sp ae = (p* n1 ee P* ata ” erF) (15) 
n>t1 


r, ist positiv, wenn der Vektor T',-, T', in die Richtung i”*+ 1 e? weist. 
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Der Ausdruck (15) fiir den n-ten Kriimmungsradius von (¢) kann fir 2 | mittels 
(7) auf die einfache Gestalt 


mn = KR [aM—Y 4 gmt] (16) 
gebracht werden, aus der die spiiter hiiufig verwendete Ableitungsregel 
dr 
ip meee | (17) 


abzulesen ist. 
IV. Spitzpunkt und Scheitel. 


Die Hiillbahnen aller zu einer bestimmten Richtung parallelen Geraden ¢ sind auf 
Grund ihrer gemeinsamen Normalen /, Parallelkurven. Sie haben die erste und mithin 
auch alle folgenden Evoluten gemein. — 

Kin Scheitel, d.i. ein Kurvenpunkt mit vierpunktig beriihrendem Kriimmungs- 
kreis (stationirem Kriimmungsradius) liegt dann vor, wenn die 1. Evolute eine Spitze 
aufweist, das hei®Bt, wenn das 2. Kriimmungs- 
zentrum 7’, mit dem ersten, 7',, zusammen- 
fallt. Dies tritt im vorliegenden Fall gemaf 
Abb. 2 dann und nur dann ein, wenn 
t | P,* P,;*: Die an die beiden Rickkehr- 
kreise iiber den Durchmessern P,* P,* und 
P,* P,* gebundenen Punkte 7, und 7, 
vereinigen sich dann im FufBpunkt U, des 
aus P,* auf P,* P,* gefallten Lotes. Alle 
zu diesem Lot P,*U,=u  parallelen 
Geraden des bewegten Systems 2 beriihren 
also ihre Hiillbahnen im Augenblick gerade 
in einem Scheitel, und U, ist das zugehorige, 
gemeinsame Kriimmungszentrum. 


Fir die Gerade u = P,* U, selbst ist der Scheitelkriimmungskreis auf den Punkt U, 
zusammengeschrumpi{t: Die Hiillbahn von w besitzt mithin in U, einen sog. Spitz- 
punkt. Es handelt sich dabei um einen dreifachen Punkt mit in w zusammenfallenden 
Tangenten, also um eine Singularitaét, wie sie etwa die Kurve y* = 2° im Nullpunkt 
aufweist; sie kann durch Zusammenriicken zweier Spitzen hervorgebracht werden. 

Diese Singularitét ist dual zum Flachpunkt (Scheitel mit verschwindender Kriim- 
mung), und tatsachlich durchlaéuft ja der Punkt U,, als Element von %,, bei der Be- 
wegung von 2, gegen 2 gerade einen Flachpunkt seiner Bahn; U, ist mithin (in Uber- 
einstimmung mit ,,I‘‘) der Ballsche Punkt der Umkehrbewegung.’ 


Abb. 2. 


V. Die Affinnormalen der Geraden-Hiillbahnen. 


Die Hiillbahn (t) einer Geraden ¢ wird in jedem ihrer Punkte 7' von einer Parabel p, 
— ihrer Schmiegparabel in 7’ — vierpunktig beriihrt. Der zu 7' gehérige Durchmesser 
von py heiBt die Affinnormale n von (¢) in 7’. 

Nach A. Transon® schneidet die Affinnormale n die zweite Normale ¢, in einem 
Punkt N derart, daB das Teilverhiltnis 7, N: 7, N = 1:4 ist. Dieser Punkt WN ist 
somit den Bahnaffinnormalen aller zu ¢ parallelen Geraden gemeinsam. 

Projiziert man N in der Richtung ¢, auf P,* P;*, so erhiilt man einen Punkt Vo, 
der die Strecke P,* P,* ebenfalls im Verhaltnis 1: 4 teilt und daher von ¢ ganz unab- 
hangig ist. Daraus folgt, daf die in einem bestimmten Augenblick auftretenden 


3 A. Transon: Recherches sur la courbure des lignes et des surfaces. Journ. math. Liuville 
6 (1841). — Vgl. ferner: W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie IT (1923), 33. 
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Zentren N einen Kreis q, (mit dem Durchmesser V, P.*) erfiillen, der dem Biischel der 
beiden Riickkehrkreise k, k, angehort. 

Dies kann man auch auf folgende Weise leicht einsehen: Wir fassen k,, k, als Grund- 
risse zweier Kreisschnitte eines einschaligen Hyperboloids ® auf, das die Senkrechte 
im P,* als Erzeugende besitzt; t, 1aBt sich dann als Grundri8 einer Erzeugenden der 
anderen Schar und der Ort q, der Punkte N, wegen des festen Teilverhiltnisses 


1 d ‘ ‘ : : 
ty ts y= os als GrundriB eines weiteren Kreisschnittes von ® deuten. 


Abb. 3. Abb. 4. 


Unter Verwendung des Kreises g hat man nun folgende einfache Konstruktions- 
vorschrift fiir die Hiillbahn-Affinnormalen einer Geraden ¢: Man ziehe in q von P,* 
aus die zu ¢ parallele Sehne und verbinde ihren Endpunkt N mit dem Beriihrpunkt 7 
von f. 

Damit ist eine gewisse Geradenverwandtschaft Xt (t > n) erklart, die jeder Geraden ¢ 
von » die augenblickliche Affinnormale n ihrer Hiillbahn (¢) in 2, zuordnet. Da um- 
gekehrt jede Gerade » von 2, als Hillbahn-Affinnormale zweier Geraden ¢,; und ¢,; 
auftritt, wie Abb. 3 zeigt, so liegt eine zwei-eindeutige Zuordnung vor. Je zwei zugeord- 
nete Geraden f,, ft, heiBen ,,verbunden‘*. Sie schneiden einander auf jener festen 
Achse w, die parallel zu V, P,* durch P,* geht, wie aus der Ahnlichkeit der Vierecke 
N, V, Ny P2* und T, P,* Ty #& in Abb. 3 zu erkennen ist. 

Zur Feststellung des Grades der Verwandtschaft 3 haben wir das einem Strahl- 
biischel von X in 2X, entsprechende Gebilde zu untersuchen. Lassen wir also ¢ ein be- 
liebiges Biischel B durchlaufen (Abb. 4): Der Berithrpunkt 7’ bewegt sich dabei auf 
dem Kreis h mit dem Durchmesser 6 P,*, waihrend der Punkt NV mit gleicher Winkel- 
geschwindigkeit auf dem vorhin genannten Kreis gq, wandert. Die zu ¢ gehorige Affin- 
normale » = 7 N umbhiillt dabei eine Kurve 6,, die offenbar als Umrif eines ein- 
schaligen Hyperboloids gedeutet werden kann, wenn man » und q als Grundrisse zweier 
Kreisschnitte desselben auffaBbt: 6, ist demnach ein Kegelschnitt und die Verwandt- 
schaft 9 ist quadratisch*. 

Der Kegelschnitt b, beriihrt im tibrigen die (besonderen Lagen von ¢ zugeordneten) 
Geraden U, V, und P,* B, ferner (auf Grund der verwendeten raumlichen Deutung) 
die Kreise h und q, je zweifach. (Diese Doppelberithrung braucht, wie Abb. 4 zeigt, 
nicht reell zu sein.) Das den co? Punkten 6 von 2 zugeordnete zweiparametrige Kurven- 
system b, in 2, besteht mithin aus jenen co* Kegelschnitten, welche die Gerade Uy) Vo = 
—w, einfach und den Kreis q, doppelt beriihren. 


4 R. Sturm: Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften, Bd. IV (1909), 232—256. 


Ingenieur-Archiv IX, 1. 4 
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Bei einer quadratischen zweieindeutigen Geradenverwandtschaft treten im ein- 
fachen Feld X stets zwei ,,Hawptgerade“ auf, deren entsprechende im Doppelfeld 2, 
unbestimmt werden. Man erkennt auf Grund der fir 9t gegebenen Konstruktions- 
vorschrift leicht, daB es sich im vorliegenden Falle einserseits um die Spitzpunkt- 
tangente u, anderseits um die Ferngerade v handelt, denn la8t man ¢ mit w bzw. v 
zusammenfallen, so kommt fiir n jeder Strahl des Biischels Uy bzw. Vo in Betracht. 
Umgekehrt stellt wy = U, V> die (einzige) Hauptgerade des Doppelfeldes 2, dar, 
denn fiir n = w, besteht das entsprechende Geradenpaar ¢,, t;; in 2 aus einem un- 
bestimmten Strahl durch den Fernpunkt w, und dem wohlbestimmten Strahl w, der 
als Ort der Schnittpunkte verbundener Geraden ¢,, ty; bereits erwahnt wurde. 

. Eine besondere Bedeutung kommt noch dem 
Kreis q zu, der die sog. ,,Ubergangskurves: des 
Doppelfeldes 2X, darstellt: Seinen Tangenten 
sind namlich in y' zusammenfallende Strahlenpaare 
t; = ty, zugeordnet. Diese Strahlen # = 4, um- 
hiillen die ,,Doppelkurve‘ q des einfachen Feldes 2; 
man findet hierfiir an Hand von Abb. 5 eine 
(doppelt zihlende und die Hauptgeraden wu und v 
beriihrende) Parabel mit zu w paralleler Achse. 
Scheiteltangente von q ist die (selbstentsprechende) 
Kreistangente s in P,*, der Brennpunkt F liegt 
zu P,* spiegelbildlich beztiglich des Kreiszentrums. 
Die beiden Kegelschnitte g, und qg sind durch ihre 

Abb. 5. einander entsprechenden Tangenten eineindeutig, 
also projektiv aufeinander bezogen. 

Dadurch, daf jeder Geraden n von 2, zwei ,,verbundene‘‘ Geraden ¢;, 4; in 2 
entsprechen, wird hier eine eineindeutige involutorische Strahlverwandtschaft % 
(t; <> ty) hervorgerufen. Je zwei verbundene Geraden ¢,, t;; schneiden die Doppel- 
parabel q in vier Punkten B,, B;’, By, By’; diesen Punkten, als Strahlbiischel auf- 
gefaBt, entsprechen in 2 vier n und wy, beriihrende Kegelschnitte, deren Doppel- 
beritithrungen mit dem Grenzkreis gq zu Hyperoskulationen zusammengeriickt sind. 
Die vier Oskulationsstellen sind auf Grund projektiver Symmetrie harmonisch an- 
geordnet: Gleiches gilt mithin fiir die Punkte B,, B,’, By, By’ und das bedeutet, 
dafB ¢; und ¢;; konjugiert beziiglich q sind. Friiher wurde bereits erkannt, da® ¢,; und t,, 
einander auf der Achse w treffen: % ist daher eine quadratische, zur Hirstschen 
Inversion duale Verwandtschaft mit dem Hauptdreiseit w v w’. 

Nun lassen sich auch die den Punkten (Strahlbiischeln) OC, von 2, in X zugeordneten 
Kurven 2. Klasse c einfach kennzeichnen: Es sind dies jene co? Kegelschnitte, die die 
Hauptgeraden wu und v beriihren — also Parabeln — und die Verbundtransformation % 
gestatten. 

AbschlieBend sei noch auf jene Sonderfiille hingewiesen, bei denen einem Strahl- 
biischel des einen Systems im anderen ein zerfallender Kegelschnitt entspricht. Fiir 
Biischel des einfachen Feldes » tritt dies dann ein, wenn sich der Scheitel B auf einer 
der Hauptgeraden u,v oder auf der Achse v befindet. Liegt B auf der Spitzpunkt- 
tangente uw, so spaltet sich von dem entsprechenden Kegelschnitt b, das Biischel U 
ab und es verbleibt ein Restbiischel, dessen Scheitel OC, ebenfalls auf dem Grenzkreis q 
liegt, da dieser ja mit allen Kegelschnitten 6, Doppelberiihrung aufweist. Liegt B 
auf der Ferngeraden v, so zerfallt by) in die Biischel V, und C, = N (Abb. 2); dies ist 
der erwaihnte, von G. Lochs untersuchte Sonderfall. Liegt endlich B auf w, so artet by 


° L. Berzolari: Algebraische Transformationen und Korrespondenzen. Enz. math. Wiss. 
III Cll, Nr. 69. 
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in ein doppelt zihlendes Strahlbiischel aus, dessen Scheitel Cy der Geraden wy angehort. 
Alle diese Besonderheiten sind auch mittels der fiir Abb. 4 angegebenen raumlichen 
Deutung leicht zu durchschauen. Fiir Biischel des Doppelfeldes 2, tritt Zerfall der zu- 
geordneten Parabel ¢ dann ein, wenn der Biindelscheitel C, der Hauptgeraden wy 
oder dem Grenzkreis q) angehért ; im ersten Fall spaltet sich c in das Parallelenbiischel W 
und ein eigentliches Strahlbiischel mit dem Scheitel B auf w aut (s. oben), im zweiten 
Fall zerfallt c in ein Biischelpaar, dessen Scheitel sich auf w und v verteilen. Im ersten 
Fall vertragt jedes Teilbiischel fiir sich die Verbundtransformation &, im zweiten Fall 
werden die Teilbiischel durch 8 miteinander vertauscht. 


VI. Die Schmiegkegelschnitte einer Geraden-Hiillbahn. 


Die Halbachsen a, 6 eines Mittelpunktskegelschnittes lassen sich nach E. Cesaro® 
durch die ersten drei Kriimmungsradien 7,, 72,7; in einem beliebigen Kurvenpunkt 
ausdrticken vermége 


377 
a,b = —— 


ae ) H + / H? — 36r,2 P, (18) 


wobei abkiirzend 
P=Or? + 473 — 37,73, H = 187? + 572 — 37,1; (19) 


bedeutet*. Das Achsenverhiltnis x = a:b, das im folgenden interessiert, geniigt dem- 
nach der Gleichung 


2 AH = Ore (oe +1) P. (20) 
Der (fiinfpunktig beriihrende) Schmiegkegelschnitt einer Geraden-Hiillbahn (¢) ist 
mithin erfaSbar, wenn man die ersten vier Pole P,*, ... P,* kennt, da mit deren 


Hilfe gemaB (14) und (15) die Kriimmungsradien r,,7,, 7, bestimmt werden kénnen. . 
Bei der Anwendung der genannten Formeln ist jedoch vorauszusetzen, daf die 
Systemgerade ¢ mit der 7-Achse des Gangkreuzes zusammenfallt. Um hiervon unab- 
hiingig zu werden, gehen wir auf die Geradengleichung (z — a,ie'”) = 0 im festen 
System zuriick, die wir unter Einfiihrung des Ursprungsabstandes hf in der Form 

(2,727) =k mith = (a, 4.e'?) (21) 
schreiben kénnen. Die ,,Linienkoordinaten‘‘ uw, v der Geraden, das sind die Koeffizienten 
ihrer kartesischen Normalgleichung u x + v y + 1 = 0, stellen gleichzeitig die Punkt- 
koordinaten ihres Antipols beziiglich des Einheitskreises um den Nullpunkt dar; fassen 
wir sie zur komplexen GroBe wu +7v = w zusammen, so besteht mit den polaren 
Speerkoordinaten h, p der einfache Zusammenhang 


w= — e?th, 


Die bendtigten Kriimmungsformeln (14) und (15) lauten jetzt mit Beniitzung von (21) 
und (22) 

By h [1 a (po, v w)], ae h (Pasi™ a¢ Poet) ” w); (23) 
sie enthalten wunschgema8 nur mehr die Linienkoordinaten w, v der augenblicklichen 
Geradenlage, wobei h? = 1/w w = 1/(w? + v?) zu setzen ist. 

Fragen wir nun beispielsweise nach jenen Systemgeraden ¢, deren Hiillbahn im 
Augenblick einen Schmiegkegelschnitt mit vorgeschriebenem Achsenverhilinis a:b = x 


6 BE. Cesaro: Vorlesungen tiber natiirliche Geometrie, Leipzig (1901), 73ff. 

? Zur Ableitung dieser Formeln im vorliegenden Rahmen betrachte man die spezielle Bewegung 
z—heivr + lei? mit h? =a’? cos’? gy + b? sin? gy, die die Ellipse 6? a? + a? y? = a? b? als Ein- 
hiillende der 7-Achse erzeugt. Anwendung der Formel (16) fur n = 1 liefert mit « — h fir den 
1. Kritmmungsradius r, = a? 6?/h?; zweimalige Differentiation fiihrt dann zufolge (17) auf r, und 75. 
Nach Elimination von g aus den Formeln fiir 71, 72, 73 verbleiben schlieBlich zwei Gleichungen, 
aus welchen a und 6 in der angegebenen Form zu berechnen sind. 


4* 
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aufweist, so miissen die zugehérigen Kriimmungsradien 7, 7,7; die Relation (20) er- 
fiillen. Fiihren wir dabei fiir 7,, 75,73; die Ausdriicke (23) ein, so erhalten wir die Be- 
dingung, der die Linienkoordination uw, v der momentanen Lage von ¢ gentigen miissen. 
Beachtet man, da® die Bedingung homogen in den r; ist und die 7;/h linear in w, v sind, 
so erkennt man, da® eine Beziehung 4. Grades in u, v vorliegt: Die Gesamtheit der in 
Betracht kommenden Geraden besteht mithin im allgemeinen aus den Tangenten 
einer gewissen Kurve 4. Klasse’. 


Satz 3: Jene Geraden der bewegten Ebene, die in einem bestimmten Augenblick thre 
Hiillbahn eben in einem Punkt berithren, dessen Schmiegkegelschnitt ein vorgegebenes 
Achsenverhiltnis x besitzt, wmhiillen im allgemeinen eine Kurve 4. Klasse vom Geschlecht 1. 


Von Interesse sind vor allem die Sonderfdlle x2 = 1,0, —1, welche nachstehend 
kurz charakterisiert werden: 

a) #2 = 1: Stationdre Scheitel (mit fimfpunktig berthrendem Kriimmungskreis) 
von Geraden-Hiillbahnen. Jene Systemgeraden, deren Hiillbahnen im Augenblick 
einen fiinfpunktig beriithrenden Kreis aufweisen, werden zufolge (20) zunachst durch 


5 fhe St A ge 2 td), (24) 


und unter Beriicksichtigung der friiher erwahnten Tatsache, daB r, in einem Scheitel- 
punkt verschwindet — nach Ausscheidung des Spitzentangentenbiischels P,* (7; = 0), 
durch 

rT, = 0 (25) 


gekennzeichnet. Die beiden Gleichungen 7, = 0,7, = 0 charakterisieren zufolge (23) 
je einen Fernpunkt und kénnen daher durch keine endliche Gerade gleichzeitig erfiillt 
-werden. Man hat somit das etwas tiberraschende Ergebnis, da bei der Bewegung 
eines starren ebenen Systems die Geraden-Hiillbahnen im allgemeinen keine stationdren 
Scheitel aufweisen?. 


b) x = 0: Parabolische Punkte von Geraden-Hillbahnen. Die Systemgeraden 
deren Hiillbahnen im Augenblick fiinfpunktig beriihrende Schmiegparabeln aufweisen 
werden zufolge (20) — nach Ausscheidung des doppelt zu zihlenden Spitzentangenten- 
biischels P,* (7, = 0) — durch P = 0 charakterisiert. Sie bestehen mithin, unter Ver- 
wendung der Formeln (23), aus den Tangenten der Kurve 2. Klasse 


q [1 + (pe*, 1 w)]? + 4 (p,* — p,*, — w)? — 3 [1 + (p,*, «w)} (p,* — p.*, — 7a) = 
So ee (26) 


Nehmen wir zwecks bequemerer Untersuchung dieser ,,p-Kurve,. das Koordinaten- 
system so an, dai p.* = 0 und p,* — p,* = 1 — der Ursprung liegt also in P,* und 
die Koordinatenachse fallt mit der Spitzpunkttangente zusammen — dann lautet die 
entwickelte Gleichung 

4v+3(a*ut+ty,*v) +9=0 (27) 


Ks handelt sich dabei, wie man unschwer feststellt, um eine Hyperbel, welche die 
Spitzpunkttangente w in P,* beriihrt, deren Mitte O, die Strecke P,* P,* von innen 


8 Fur die nahere Untersuchung dieser Kurve ist es vorteilhaft, zunachst die Kurve 4. Ordnung 
zu betrachten, die bei der Auffassung der wu, v als (kartesische) Punktkoordinaten vorliegt; sie ist 
polarreziprok zur fraglichen Kurve 4. Klasse, ist selbst von 8. Klasse und daher vom Geschlecht 1. 
Sie berithrt die Spitzpunkttangente w in P,* und besitzt daselbst einen Beriihrungsknoten (Selbst - 
bertithrungspunkt). 

® Bei Punktbahnen existieren in jedem Augenblick bekanntlich vier Punkte, die sog. 
Burmester-Punkte, die stationare Scheitelstellen ihrer Bahn durchlaufen (velit) 
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im Verhaltnis 1:5 teilt, und deren Asymptoten auf w eine Strecke von + dt gaa a 
abschneiden (Abb. 6). 


c) x* = — 1: Gleichseitig-hyperbolische Punkte von Geraden-Hiillbahnen. Jene 
Systemgeraden, deren Hiillbahnen im Augenblick fiinfpunktig beriihrende gleich- 
seitige Schmieghyperbeln aufweisen, werden zufolge (20) durch H? = 0 charakterisiert. 
Sie bestehen mithin, unter Verwendung der Formeln (23) aus den Tangenten der 
(doppelt zu zihlenden) Kurve 2. Klasse 


18 [1 + (po*, t w))}? + 5 (p.* = py*, — w)? — 3 ([1 + (pe*, ¢ w)) (pa* — po*, — t-w) = 
San (28) 
Unter Verwendung des oben eingefiihrten 


besonderen Koordinatensystems lautet die 
entwickelte Gleichung (28) 


5 + 3 (x* u + y* v) + 18 = 0 (29) 


Ks handelt sich hierbei wieder um eine 
Hyperbel, die die Spitzpunkttangente in P,* 
beriihrt; ihre Mitte O,, teilt P,* P,* im Ver- 
haltnis 1 : 11, und ihre Asymptoten schneiden 


£ (2-77). z 
me 
y # 


Vip). e 


von uw eine Strecke von = P,* P;*V/10 ab 
(Abb. 6); (,,2-Kurve‘‘). 


Aus der gegenseitigen Lage der p- und 
h-Kurve erkennt man, daw eine Gerade f¢ 
von + im Augenblick ihre Hiillbahn in Abb. 6. 
einem elliptischen, hyperbolischen oder para- 
bolischen Punkt beriihrt, je nachdem ¢ die p-Kurve in zwei reellen, konjugiert 
komplexen oder in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet. 


: eae 
ae - of R Di Pz) . 


VII. Sextaktische Punkte von Geraden-Hiillbahnen. 


Alle Punkte eines ebenen zwangliufig bewegten Systems, die augenblicklich Stellen 
mit stationdérem Schmiegkegelschnitt (sechspunktig berithrendem Schmiegkegelschnitt) 
ihrer Bahn durchlaufen, erfiillen im allgemeinen eine bizirkulare Quintik (vgl. ,,I‘). 
Stellt man die analoge Frage bei Geraden-Hiillbahnen, so greift man am besten 
auf die von E. Cesaro® angegebene Differentialinvariante aller Kegelschnitte 


36 r,27r, + 4073 — 457, 7273 + 97 7, = 0 (30) 


gariick", Fiihrt man sodann in diese ,,natiirliche Gleichung‘‘ der Kegelschnitte wieder 
die Werte (14) und (15) fiir die Kriimmungsradien ein, so erhalt man eine Kurve 


10 Bei Punktbahnen erfiillen jene Punkte, die in dem betrachteten Augenblick Stellen mit 
stationdrer Bahnschmiegparabel durchlaufen, eine bizirkulare Quartik (,,P-Kurve‘), die im all- 


gemeinen vom Geschlecht 1 ist (vgl. ,,I*‘). 
11 Die angegebene Kegelschnittsinvariante (30) la8t sich auch aus der in ,,I*‘ erwahnten Be- 
dingung fiir einen sextaktischen Kurvenpunkt 


40 
(2, 2)? [(2’, 2¥) + 5 (2”, AY)] —5 (2, 2) 2’, AY) + 2 (2%, 2") +> (2/9 = 0 


gewinnen, wenn man die Hiillbahn (f) als Punktort z = (h + h’ 7) e+? (durch die polaren Speer- 
koordinaten h, y ausgedriickt) anschreibt, die Ableitungen 2’, z’’... 2V bildet, in diese die Werte 
der héheren Kriimmungsradien mittels 7, = hA(n—1) + Rn +1) einfiihrt, und schlieBlich die auf- 
tretenden Exprodukte auswertet. 
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3. Klasse, deren Gleichung in Linienkoordinaten, bezogen auf das oben erwahnte 
spezielle Koordinatensystem, 
40 
Po 
lautet. Diese Kurve s, beriihrt die Spitzpunkttangente w in P,* und noch in einem 
zweiten Punkt, ist daher rational und von 4. Ordnung; sie beriihrt ferner die Fern- 
gerade und besitzt stets eine reelle Spitze (Kardioidentyp). 


+ 50 (y*o + x,* u) +.[4 — (x — #5") 0 + ys" > ys Ju —O (al) 


Satz 4: Alle Geraden eines zwangliufig bewegten ebenen Systems, die im Augenblick 
ihre Hiillbahn in einem sextaktischen Punkt beriihren, umhiillen im allgemeinen eine 
rationale Kurve 3. Klasse und 4. Ordnung, die die Spitzpunkttangente als Doppeltangente 
besitzt. 

Will man jene Tangenten der Kurve s, gewinnen, deren augenblicklicher Hiill- 
bahnkegelschnitt ein vorgegebenes Achsenverhaltnis x = a:b aufweist, so hat man 
nach den gemeinsamen Tangenten von s, und jener Kurve 4. Klasse zu fragen, die 
symbolisch durch Gleichung (20) festgelegt ist (vgl. FuBnote 8). Zufolge der oben er- 
wahnten Singularitaéten beider Kurven haben diese auBer der sechsfach zahlenden 
Spitzpunkttangente w nur noch sechs weitere gemeinsame Tangenten. 


Satz 5: Hin zwangliiufig bewegtes ebenes System enthalt in jedem Augenblick sechs 
Gerade, die thre Hiillbahn in Punkten mit sextaktischem Kegelschnitt von vorgegebenem 
Achsenverhiltnis x = a:b beriihren. 


Die Anzahl reduziert sich wieder in den Sonderfallen x? = 0 und #2 = — 1, die nach- 
stehend gestreift werden: 


a) #2 = 0: Sextaktisch-parabolische Punkte von Geradenhiillbahnen. 
Geht man mit der #2 = 0 aquivalenten Bedingung P = 0 in Gl. (30), so erhalt man 


187,17, — 371%, + Sy Ts = O. (32) 


Diese Gleichung kennzeichnet die Tangenten einer gewissen Parabel p’, die die Spitz- 
punkttangente bertihrt. Da die Kegelschnitte p, p’ auBer der Spitzpunkttangente x 
noch weitere drei Tangenten gemeinsam haben, enthalt ein zwanglaufig bewegtes 
ebenes System in jedem Augenblick drei Gerade, die ihre Hiillbahn in Punkten mit 
sextatischer Schmiegparabel bertihren”. 


b) «= — 1: Sextaktische gleichseitighyperbolische Punkte von Geraden-Hiillbahnen 
Um Geraden des bewegten Systems 2 zu ermitteln, die augenblicklich ihre Hiill- 
bahnen an einer Stelle mit sechspunktig beriihrender gleichseitiger Schmieghyperbel 
berithren, hat man mit der x* = — 1 dAquivalenten Bedingung H = 0 in Gl. (30) zu 

gehen; man erhalt so 
36 71%, — 117%, + T1T.7%, = 0 (33) 


Diese Gleichung kennzeichnet die Tangenten einer gewissen Parabel h’, die die Spitz- 
punkttangente w beriihrt. Da die Kegelschnitte h, h’ auBer w noch drei weitere Tan- 
genten gemeinsam haben, enthalt ein zwangliufig bewegtes ebenes System in jedem 
Augenblick drei Gerade, die ihre Hiillbahnen in Punkten mit sextaktischer gleich- 
seitiger Schmieghyperbel beriihren". 


2 Bei Punktbahnen existieren in jedem Augenblick sechs Punkte mit sextaktischer Bahn- 
schmiegparabel (vgl. ,,I‘‘). 

8 Man macht sich durch einfache Grenziibergangsbetrachtungen leicht klar, daB die Gl. (32) 
und (33) auch durch Differentiation der beiden Gl. (19) nach dem Drehwinkelparameter y unter 
Berticksichtigung von (17) erhalten werden kénnen. 
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VIII. Septaktische Punkte von Geraden-Hiillbahnen. 


Die Frage nach jenen Geraden des bewegten Systems %, die ihre Hiillbahnen augen- 
blicklich in einem septaktischen Punkt (mit siebenpunktig beriithrendem Schmieg- 
kegelschnitt) beriihren, ist gleichbedeutend mit der Frage nach den gemeinsamen 
Tangenten der Kurve s, mit ihrer p-Derivierten s,’: 


247,72 + 12 rPrs + 257r2r, — 157, 7.2 — 917, rer, + 3727; = 0. (34) 


Vorteilhafterweise bestimmt man zu diesem Zweck die Anzahl der Schnittpunkte der 
Polarreziproken sz, 83’ von 83, 83’. Diese Kubiken gehen durch den Pol der Ferngeraden 
und bertihren einander im Pol der Spitzpunkttangente. Da s, an der zuletzt genannten 
Stelle einen Doppelpunkt besitzt, zihlt dieser Schnittpunkt dreifach, so da® sich die 
Schnittpunktanzahl auf fiinf reduziert. 


Satz 6: Hin zwangliiufig bewegtes ebenes System enthilt in jedem Augenblick finf 
Gerade, die thre Hiillbahn in einem septaktischen Punkt berithren. Es sind dies jene 
Geraden, die die Kurve s, mit ihrer p-Derivierten s,' auBer der Ferngeraden und der drei- 
fach zu ztihlenden Spitzpunkitangente gemeinsam hat". 

(Hingegangen am 25. Januar 1955.) 


Zur Theorie des StoBSes starrer Kiérper. 
Von Walter Raher*. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Aufgaben aus der Theorie des StoBes zwischen starren Kérpern bzw. auf 
Systeme starrer Koérper lassen sich in Motorsymbolik einfach und tibersichtlich behandeln, denn 
durch die Bezugspunktsunabhangigkeit bleibt der physikalische Inhalt der Formeln leicht erkenn- 
bar. Es wird eine reaktionskraftefreie Motorgleichung angegeben, der das d’Alembertsche Prinzip 
in Lagrangescher Fassung zugrunde liegt, und dadurch sind verschiedenste StoBprobleme auf 
einen gemeinsamen Ansatz zurickgefihrt. 


Summary. Problems concerning the theory of impact between rigid bodies, or of systems of 
rigid bodies, may be dealt with in a simple and clear manner by using the motor symbolism. An 
independence of the reference point is thus achieved which makes the physical meaning of the 
formulae easily recognizable. Based on d’Alembert’s principle in the Lagrange form, a reaction 
force-free motor equation is established that permits one to reduce the most various impact problems 
to a common arrangement. 


Résumé. Les problémes concernant la théorie des chocs entre les corps rigides ou plut6t dans 
un systéme de corps rigides, peuvent étres traités simplement et rapidement dans les expressions 
motorielles; en effet, par l’indépendance de l’origine des coordonnées, la nature physique des 
formules reste facilement reconnaissable. On indique une expression motorielle sans force de 
réaction, qui est & la base du principe de d'Alembert dans la forme de Lagrange, et, de cette maniére 
les différents problémes de chocs sont ramenés 4 une mise en équation commune. 


Ab grenzun g. Das Folgende beschrankt sich auf die elementare Theorie des StoBes 
zwischen starren Kérpern bzw. auf die Theorie des StoBes auf Systeme starrer K6rper, 
die bestimmten Bindungen unterliegen. Abgesehen von den Schwierigkeiten, die die 


14 Vergleichsweise sei wieder erwahnt, daB das bewegte System in jedem Augenblick elf Punkte 
enthalt, deren Bahnkurven einen septaktischen Schmiegkegelschnitt besitzen (s. ibe) 

* Der Verfasser ist am 21. Dezember 1954 im Alter von 28 Jahren einer schweren Krankheit 
zum Opfer ge allen. Er war in den letzten zwei Jahren als Assistent an der i. Lehrkanzel fur 
Allgemeine Mechanik an der Technischen Hochschule Wien tatig. In dieser Zeitschrift erschien 
seine erste Arbeit ,,Allgemeine Stabilitaétsbedingung fur krumme Stabe‘, Bd. 6, 1952, eine weitere 
in den Sitzungsberichten der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften, Math.-naturw, Kl., 
Abi. II, 163, Heft 5—7. Auch in seinem Nachla® finden sich mehrere Arbeiten, die knapp vor der 
Vollendung sehen. Sein schaffensfrohes Wirken und Streben gab zu den schonsten Hoffnungen 
AnlaB. Durch seinen friihen Tod sind alle diejenigen besonders hart getroffen, die ihn auch als 
Mensch naher kannten und ihn zu schatzen wuBten. P. Funk. 
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Beriicksichtigung der Reibung mit sich bringt, ist die Behandlung von praktischen 
StoBproblemen zumeist mit einer Uniibersichtlichkeit verbunden, die den Rechnungs- 
gang wesentlich erschwert und den physikalischen Inhalt des Resultates oft kaum 
mehr erkennen 148t. Der Grund hierfiir liegt darin, daB die Bewegungsgleichungen 
starrer Kérper in skalarer oder Vektor-Schreibweise nur bei Bezug auf den Massen- 
mittelpunkt eine verhdltnismaBige einfache Form annehmen. Die Wahl des Massen- 
mittelpunktes zum Bezugspunkt ist aber in vielen Fallen nur fiir einen der am StoB 
beteiligten Kérper méglich, oft sogar iiberhaupt ungiinstig. Es erscheint daher zweck- 
maBig, fiir solche Aufgaben die Motorrechnung! heranzuziehen, die eme formale 
Unabhangigkeit vom Bezugspunkt erreicht. Mit ihrer Hilfe kann das in der Literatur 
mehrfach behandelte Problem des raiumlichen glatten StoBes zweier freier Kérper 
gegeneinander in einfacher und iibersichtlicher Weise gelést werden. Da sich die in 
der Technik auftretenden StoBprobleme fast ausschlieBlich auf gebundene Korper 
beziehen, wird als allgemeiner Ansatz eine reaktionskraftefreie Motorgleichung ge- 
wahlt, der das D’Alembertsche Prinzip in der Fassung von Lagrange zugrunde liegt. 
Bei der Auswahl der Beispiele war maBgebend, das gleichartige Schema des Rech- 
nungsganges bei méglichst verschiedenartigen StoBproblemen aufzuzeigen. 


Bezeichnungsweise und Grundgleichungen. Der Geschwindigkeitszustand 
eines starren Korpers sei durch den Geschwindigkeitsmotor 


G = (W; B,) 


dargestellt, in welchem % den Vektor der Winkelgeschwindigkeit bedeutet und %, 
die Geschwindigkeit jenes (kérperfest zu denkenden) Punktes, der im betrachteten 
Augenblick gerade mit einem raumfesten Bezugspunkt 0 zusammenfillt. 


Weiters sei der Kraftangriff auf den Korper durch Angabe des Kraftmotors 


festgelegt, dessen Vektorkomponenten durch den Resultantvektor ® und durch das 
beziiglich 0 resultierende Moment , gegeben sind. 


Die Komponenten des Impulsmotors 


= (3s Fo) =) Sam; \(#x %) dm) 

K K 
entstehen durch Summation der Elementarimpulse und der elementaren Drehimpulse 
tiber alle Teile des Koérpers K. [X = (X, Y, Z) Vektor vom Bezugspunkt 0 zu einem 
beliebigen Korperpunkt.] Mit 


erhalt man nach Ausfiihrung der Integration 
3=(™% +A BW; 6 B— A). (2) 


Dabei wurde mit m die Gesamtmasse des Kérpers bezeichnet und die Massenmomente 
ersten und zweiten Grades in den beiden Vektordyaden H und @ zusammengefaBt: 


1R. v. Mises: Motorrechnung, ein neues Hilfsmittel der Mechanik, ZAMM 4, 1924; Anwen- 
dungen der Motorrechnung, ZAMM 4, 1924. — Uber den Motorbegriff und die wichtigsten Rechen- 
regeln geben auch die in folgenden Werken enthaltenen kurzen Darstellungen Auskunft: Ph. Frank- 
R. v. Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, IT, Braun- 
schweig, 1935. — M. Winkelmann-R. Grammel: Kinetik des starren Kérper. Hi 
Physik V, Berlin, 1927. Pe ae 
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0 |Zdm —\Yam 
K k 
H—| —\Zdm 0 \ Xdm 
k K 


\Ydm —\Xdm 0 
ie K 


D va = Dey a Dz 

O= — | (x X) dm = | — v0 Oey Fi Dy. 
K 

yr Bee 4 us Dez 


Die weitere Zusammentassung der TriigheitsgréBen zur Tragheitsdyade der Motor- 
rechnung 


oe =| 


pare gt eg (H ... Kinheitsdyade) 


gestattet (2) in der Form 
%= TG (4) 
zu schreiben, die den linearen Zusammenhang zwischen Impuls- und Geschwindig- 
keitsgr6Ben zum Ausdruck bringt. 
Wird die Schwerpunktslage des Kérpers gegeniiber 0 durch den Vektor % = (A,, 


-A,, A.) festgelegt, so gelten der Definitionsgleichung fiir H entsprechend, die Be- 
ziehungen 


A®W=m(BxXA); YS, ==. (aX 2). 
Mit ihnen lautet (2) 
¥ = ($3 %) = [m (By + BWxA); O W— m (Bx W] (5) 
oder in Skalarkomponenten 
ie ee WPA 
3, =m (Vy + W, A, — W, A,) 
3, = m(V, + W, Ay — W, Ay) 
Dy '0,, Ws 0, Wy 0, W, Hn (V, A, =v, AD 


D, = — ye We + Oyy Wy = 0, We +m (VeA, = V, Az) 
D, as res O20 WwW, om ie Ws i On W, +m (VAs Ris, Va As) 
Fiir die kinetische Energie eines bewegten starren Korpers 
== = | YB? dm 
K 


findet man nach Integration mit (1) und geeigneter Umformung — analog zu den beim 
Impuls auftretenden Integralen — den Ausdruck 


1 
T=536 => (TH)6. (6) 
Die kinetische Motorgleichung 


in welcher sich der zeitliche Differentialquotient auf die Anderung gegeniiber einem 
Inertialsystem bezieht, gibt das Bewegungsgesetz des einzelnen starren Korpers, das 
in dieser Symbolik in vdlliger Analogie zur Newtonschen Grundgleichung fir die 
Bewegung eines Massenpunktes steht. Der Kraftmotor & wird sich beim nichtfreien 
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starren Korper aus dem Motor $y der eingepriigten Krafte und dem Reaktionsmotor vt 
(Fihrungskrafte) zusammensetzen. 

Die reaktionskraftefreie Behandlung von kinetischen Problemen in dieser Symbolik 
setzt die Ubertragung des Begriffes ,,virtuelle Verschiebung in die Motorrechnung 
voraus. Wir fiihren als Lagenvariation? eines starren K6rpers einen Motor 

G = (BW; B) (7) 
ein, der aus dem- Geschwindigkeitsmotor durch Ersetzen der Differentialquotienten 
nach der Zeit durch solche nach einem Variationsparameter ¢ entsteht. Die sechs 
Skalarkomponenten von (7) sind beim freien Kérper als willkiirliche VariationsgroBen 
anzusehen, beim gefiihrten Kérper hingegen den Bedingungsgleichungen zu unter- 
werfen. Die dann noch verbleibenden willkirlichen Variationen bestimmen virtuelle 
Lagenainderungen des Korpers. 

Die Bewegungsgleichungen eines nichtdissipativen Systems von n starren Korpern, 
das bestimmten Bindungen unterliegt, folgen nunmehr aus dem D’Alembertschen 
Prinzip in Lagrangescher Fassung 


Sy (fen x) 6, = 0, (8) 


worin der Index k die zum k-ten Korper gehorigen Motoren kennzeichnet. Dabei ist 
die Beriicksichtigung holonomer Bindungen allgemeiner Form und nichtholonomer 
in Form Pfaffscher Ausdriicke moglich. Die Reaktionsmotoren i, kénnen in Gl. (8) 
nicht eingehen. Zunichst ist klar, daB die stets paarweise auftretenden, fiir das System 
inneren Reaktionskrafte keine Arbeit leisten. Die Arbeit der A4uBeren Reaktionskrafte 
verschwindet unter obigen Voraussetzungen bei skleronomer Fiihrung von vornherein, 
im rheonomen Fall ist die virtuelle Lagenanderung bei festgehaltener Zeit vorzunehmen, 
das heiBt es verschwindet die virtuelle Arbeit auch hier. 
Bei Ubergang zu Sto8problemen folgt aus (8) die Gleichung 


v 


(Sx — i — Sx) ©. = 0, (9) 


in der sich die mit Strich versehenen Grofen auf den Zustand nach dem Sto beziehen 
und mit ©, die auf den k-ten Korper eingepragte StoBschraube bezeichnet wird. Der 
ublichen Idealisierung entsprechend ist unter ©, der endliche Grenzwert verstanden, 
dem das Integral 

t+r 

} Gy x dt t.... StoBdauer 
fiir + — 0 zustrebt. Damit tritt im Augenblick des StoBes — ohne Anderung der Lage 
des Systems — eine unstetige Anderung der Geschwindigkeitsschrauben auf. 

Kntsprechend dem in AnschluB an (8) aufgezeigten Giiltigkeitsbereich ist durch 

Gl. (9) fiir verschiedenste StoBprobleme ein gemeinsamer Ansatz gewonnen. Im 
weiteren soll die stoBkinetische Behandlung freier und gefiihrter Kérper, holonomer 
oder nichtholonomer Systeme sowie die plétzliche Einfithrung rheonomer oder sklero- 
nomer Zwangsbedingungen gezeigt werden. Auf die Formulierung allgemeiner Siitze 
aus der Theorie des StoBes (z. B. der Carnotschen Theoreme fiir Systeme starrer Kérper) 
die ebenfalls im Anschlu8 an (9) herzuleiten sind, sei hier nicht naher eingegangen’. 


_* Dazu sowie zu den folgenden Gleichungen dieses Abschnittes siche W. Raher-F. Selig: 
Die Verwendung der Motorsymbolik in der theoretischen Mechanik. Sitzungsberichte der Oster- 
reichischen Akademie der Wissenschaften, Math.-naturw. Kl. Abt. IT, 163. Bd., 5.—7. Heft. 

° Vel. F. Selig: Allgemeine Satze tiber Momentankrifte. Erscheint in der ZAMM. 
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Bemerkung. Fiir den Fall holonomer Bindungen ist (9) gleichwertig mit den 
Lagrangeschen Gleichungen fiir den Sto8 und kann leicht in diese tibergefiihrt werden. 
Bezeichnen wir die r-te Skalarkomponente eines Motors Mt, mit M,,,, so lautet (9) 
entsprechend der Definition des Innenproduktes zweier Motoren 

6 


n 
2 2 (Se 242 — Se. res — Ser 4s) Gar = 0 aykl. beziigl. £ (a) 
=1r= 
Die Freiheit des Systems von n starren Kérpern sei durch t+ holonome (rheonome oder 
skleronome) Bindungen eingeschriinkt, der Zustand dementsprechend durch 6 n — t =f 
allgemeine Koordinaten qg; beschrieben. Die r-te Komponente des Geschwindigkeits- 
motors ©, ist dann gegeben durch 


uf 44 
Ger =D) Onirde + Oe arr (Gr +++ Ut) (b) 
i=l 
wobei «;, ¢ 1, , = 0 den skleronomen Fall darstellt. Da die virtuelle Lagenanderung 
bei festgehaltener Zeit vorzunehmen ist, hat die Lagenvariation des k-ten Kérpers die 
Form 


f 
0”; 
Gar = 2 Shir ae (c) 
i=1 


Aus (4), (6) und der Symmetrie der motorischen Trigheitsdyade folgt fiir die Impuls- 
komponenten 


‘ Sees Dy! 
Ak, 43 3qo Ski r+3— a0 ‘ (d) 
oR In 
Mit (c) und (d) wird (a) 
SOE or 
wy Ww (22x k ir: 
a oe OFS OG; , Si 5) Khir Be 0. 
i=1 k=1 r=1 
Nun ist aber nach (b) und (d) 
6 6 6 
ar, OT, OO, lip gab Shee . : 
aq; a OG» nme OM Gx» Mnir= D) Se. ree Seer (e) 
r=1 r=1 r=1 
nr . 
Mit 7 = >’ T, folgt aus (e) 
k=1 n 6 
oT 
DD) Stores ein = (f) 
k=1 r=1 
und analog 
n 6 am 
PID Pee 0 as TT Te (g) 
k=1 r=1 
Nach Hinfiihrung der generalisierten StoBkrafte 
m 6 
0,= oe, Sy, r+3%kir 
k=1 r=1 


lautet (a) mit (f) und (g) 


a OL oT Q:] 0”; eT!) 
ag,” og; ‘ ; 


a folgen unmittelbar die Lagrangeschen Gleichungen 


Aus der Willkiirlichkeit der 
der StoBbewegung 


oT’ Hine & h 
09; 0g; Qi 
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Da (a) und (h) lediglich algebraische Gleichungen zur Bestimmung der Geschwindig- 
keitsgréBen sind, iibertrigt sich die Aquivalenz auch auf Quasikoordinaten. Es bleiben 
daher auch in diesen Koordinaten die Lagrangeschen Gleichungen fiir Stofkrafte 
in der Form (h) bestehen, wahrend fiir endliche Krafte, infolge der zweiten Ableitungen 
nach der Zeit die Vertauschungsrelationen fiir Quasikoordinaten in die Bewegungs- 
gleichungen eingehen. 

Der in (h) bendtigte Ausdruck fiir die kinetische Energie des Systems 7’ = e (TG)G, 
den man bei raiumlichen Problemen vorteilhaft in Motorsymbolik ansetzt, zeigt 
denselben Aufbau wie der in (9) verwendete Ausdruck 3 © = (TG)G. Dem 
Impulsansatz (9) kommt jedoch ein gréBerer Anwendungsbereich zu und man erspart 
von ihm ausgehend nachtrigliche Differentiationen. 

Der einpunktige glatte Sto8 zweier K6érper. Das raumliche Problem 
ist zunachst sechsfach stereodynamisch unbestimmt. Die iibliche Vereinfachung, dai 
die Berithrungsstelle als kleine Flache angenommen wird und der StoB als SchiebestoB 
in ihrer Normalenrichtung Xt, reduziert den Grad der Unbestimmtheit auf eins. Die 
nun noch fehlende Gleichung kann bekanntlich erhalten werden: 

a) nach Teilung der StoBdauer in Kompressions- und Restitutionsperiode durch 
die Annahme, da® der Betrag S” der StoBkraft in der zweiten Periode einem bestimmten 
Bruchteil ¢ des Betrages S* der StoBkraft der Kompressionsperiode gleich ist. 


SE = ¢ S¥% (0 <e <1; «e StoBkoeffizient) 


b) durch die Annahme, da beim Sto8 ein Verlust an 
kinetischer Energie auftritt, der proportional (1 — ¢*) gesetzt 
werden kann.* 

Beide Wege sind motoranalytisch tbersichtlich zu ver- 
folgen. 

Zu a. Der StoBnormalenvektor %¢ und sein ,,Moment*: 
Rx M beztiglich des beliebig gewahlten Punktes 0 bestimmen 
die StoBnormale in der Motorform 


RW = (KN; Wx HR). 


Abb. 1. Der einpunktige ae ay 3 : é 4 : 
glatte: StoB zweier freier S“ sei der Betrag der zwischen den beiden Kérpern in der 


Korper. Kompressionsperiode wirkenden StoSkraft, der hochgesetzte 
Stern kennzeichne die Motoren am Ende dieser Periode. 


Wegen der Willkiirlichkeit der @, bei freien Korpern folgen aus (9) die Gleichungen 
3.7 — 9, = — SER 


ve — k= SER 
oder mit (4) 
T, G,* "i T, 6, = — SER 


T, G* — T, ©, = SEN 
und das entsprechende Gleichungspaar fiir die zweite Periode 

T, G' — T, G,* = — «SFR 

T,G,’ — T,G* = «SFR 


Da am Ende der Kompressionsperiode die Normalkomponenten der an der Stofstelle P 
auftretenden Geschwindigkeiten beider Kérper gleich sind, gilt 


sag GF N= GN (12) 
4 Vel. G. Hamel: Theoretische Mechanik, Berlin, 1949, S. 398. 


Kompressionsperiode (10) 


Restitutionsperiode. (11) 
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was man am einfachsten nach Ausfithrung des Produktes erkennt: 
* — r al 3 Tes le 
6, (2) xv 2B vis) (Hx Ye) = citer X es A Als i panies x ®) ae =a Vp normal 


(10) lautet nach Multiplikation mit den reziproken Tragheitsdyaden T,- bzw. T,- 


6* — 6, = — SET AM 
6,* — 6, = — SETA | (13) 


Durch Innenproduktbildung mit dem Motor der StoBnormalen 


6,* R — GO RM — — SK (TAM R 
GR — GR = S*(TLAW R 


und Substraktion erhailt man mit (12) den Betrag der StoBkraft 


9K (6, — 6) % 
Ns Sg Tet A ae. leant 14 
(Tt tT) YR ‘a 
in welchem lediglich die Differenz der Normalkomponenten der Geschwindigkeiten 
beider Korper an der StoBstelle unmittelbar vor dem Sto8 und ein Faktor rein massen- 
geometrischer Natur auftritt. 


Nach Multiplikation von (11) mit T,-! 
G6 — G* = — c«S*T,7°R 
folgt durch Addition von (13) 
6, = 6, — SF (1 +2) TOR 


und analog 


&,’ — 6, aaa SE (1 +L é) i N 
S* nach (14) eingesetzt, fiihrt auf die Gleichungen 


Oe es Ee (®, — ©) R (1 + «) -. 

6,’ =6, + (72 + T,-) R]N hh 19 | (15) 
5 

5g, GH GRIT) g 

6,’ = 6, + (7,7 + T.7) RMR Uae 3 


die den Geschwindigkeitszustand nach dem StoB bestimmen. Das ebene Problem, 
der ZusammenstoB zweier Scheiben, ist in (15) als Spezialfall enthalten. In diesem 
Falle bestimmen die DurchstoBpunkte der Achsen der Geschwindigkeitsmotoren nach 
dem Sto8 mit der die Scheiben enthaltenden Ebene die beiden StoBmittelpunkte. 


Zu b. Erginzend zu den beiden aus (9) folgenden Grundgleichungen 


es &, ae ee G, ae SM (mit ip ae SK i Sf) | (16) 
‘Py 6,’ ro Le ®&, oe N j 
tritt die Beziehung 
AE, = — (1 — &) W, (17) 


welche die bereits oben erwahnte Annahme tiber den Verlust an kinetischer Energie 
zum Ausdruck bringt. Die Bestimmung von W als Funktion der Tragheits- und Ge- 
schwindigkeitsgr6Ben bleibt zundchst offen. 


Nach (6) gilt fiir den Energieverlust 


1 
2 


SUT, 6) 6 — (T,6,) 6.) = — 1 — #) W.. (18) 


k=1 


A xin TEE 
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Die Geschwindigkeitsschrauben nach dem Sto8 [aus (16) durch Multiplikation mit den 
reziproken Tragheitsdyaden | 
1 =6,—ST,'*® (19) 
6,’ = 6, + ST,7% 
in (18) eingesetzt, fiihren auf die Beziehung 
[T, ©, —ST,+ MN)) (G, — S T, + ®) — (T, G,) G, + [T, G, + 8 T,7 %)]- 
-(G, + S T,1 ®) — (TG) 6 = — 2 (1 — &) W. 

Nach Ausfiihrung der Produkte und Ordnen erhilt man fiir S die quadratische 
Gleichung 
ST ET aR Sor Or) a a 2) 
abgekiirzt geschrieben 

aS —2b8+2(1—2)W=0. (20) 
Die Lésung 


b+ Ve— 2a (1— #2) W 
Si9=- fas 


(21) 


bestimmt. die Funktion W einerseits aus der Forderung, daf fiir « = 0 der gréBtmoég- 
liche Energieverlust eintreten mu8, anderseits nur reelle Werte fiir den Betrag der 
StoBkraft physikalisch sinnvoll sind. Somit erhalten wir 


b? [(G1 — G2) %P 
— = - : 22 
Y= 9a ~ QUT + T,) RR sie 
Nach (17) zeigt die Gleichung ftir den Verlust an kinetischer Energie 
[(G, — Gz) ¥P 
2[(T,7 + T+) RR 
mit der entsprechenden beim Sto zweier Kugeln eine Analogie, die in Motorsymbolik 
deutlich zum Ausdruck kommt. 
Der vollkommen elastische Fall « = 1 entspricht nach (20) der linearen Gleichung 
a8,.)=—26= 0, 
die in (21) das positive Zeichen vor der Wurzel festlegt. Damit wird S 


yg 2049) _ G—G)RA+8) ro 
a RG Fae i Pete 
Eingesetzt in (19) folgt wieder das Resultat (15). 
Wir bemerken, da nach (17), (22) und (23) der Energieverlust auch durch 


AE xin = (1 &”) 


x % naly 
AB in = : (l—2)6 (s+ Ss") (th 2) bie 


sk Se 
5 (1 +e) (1—2)b = — (1 —-#)b 


gegeben ist, eine Beziehung, die nachtraglich die Gleichwertigkeit der Annahmen a 
und 0} bestitigt. 


Holonome Bindungen. Wir betrachten im folgenden den Fall, daB einer der 
beiden zusammenstofenden Korper, z. B. der Kérper K,, einer holonomen Bindung 
unterliegt, die in einer speziellen Wahl von ©, zum Ausdruck kommt. 

Mit 

— @,* = ©,* = S¥ = SZ (RN; Hx MR) (24) 
folgt aus (10) 
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(3,* — 3, + S¥ NR) G, = 0 


é (25) 
OL a ae S* XN) G, = 0 
und fiir K, wegen der Willkiirlichkeit von 6, 
T, 6.* — T, ©, = S¥ % (26) 
T, ©,’ — T, G* = « S¥ R. (27) 


Die weitere Durchrechnung soll unter der Annahme erfolgen, daB der Punkt 0, von K, 


festgehalten ist. Die Lagenvariation 6, dieses Kérpers besteht dann aus einer Drehung 
um eine durch 0, verlaufende Achse. Mit 0, als Bezugspunkt wird wegen 


Vor = 0 
die Lagenvariation 
G, = (%,; 0) (28) 
und nach (2) 
Oi = (A, BW; O, W)). (29) 


Mit (24), (28) und (29) lautet (25) 


O, (W,* — W,) + S* (Rx M)] W, = 0 
pr J 4 ( ey Abb. 2. Der einpunktige 


Me __ RR) K (s oo glatte StoB auf eimen ge- 
[3 (Bs ee Seas ee 0. bundenen Koérper (Holo- 
Aus der Willkiirlichkeit von %&, folgt weiter nonne Paadune): 
O, (W,* — B,) + S¥ (Rx R) = 0 (30) 
O, (W,' — Wi*) + ¢ S84 (RxM) = O. (31) 
(30) mit 0, und (26) mit T,— multipliziert fiithrt auf 
®,* as 6, — SE @ XN. (33) 


Die Gleichheit der Normalkomponenten der an der StoBstelle auftretenden Geschwin- 
digkeiten am Ende der Kompressionsperiode kommt hier durch 


zum Ausdruck. Nach Multiplikation von (32) mit St x Yt und (33) mit der StoBnormalen 
in Motorform 


(28, * —-28,) (Rx NM) = — S* [O,+ (Rx MW] (Hx MN) 
(G,* — @,) R= S* (T,* WR 
erhalten wir durch Subtraktion mit (34) den Betrag der StofSkraft 
YW, (Rx M) — GM 


OO Ort HX RY] HR) F (TER) R o) 
Aus (31) 
13,’ — BF = — e S* 0, (RX): 
Durch Addition von (32) 
W,/ = W, — SF (1 + 2) O, 7 (RN). (36) 
Aus (27) 


®,’ a ,* —o, Se Lies Ne. 
Durch Addition von (33) 
Go Ge 8 (hs) 1 12. (37) 
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(36) und (37) legen zusammen mit (35) den Geschwindigkeitszustand beider Korper 
nach dem StoB fest. Auch bei diesem Beispiel kann die Teilung in Kompressions- 
und Restitutionsperiode unterbleiben und der Betrag der StoBkraft aus energetischen 
Uberlegungen bestimmt werden. 

Als weiteres Beispiel holonomer Bindungen sei der Sto8 auf eine Anordnung nach 
Abb. 3 betrachtet. Der Kérper K, ist um die im Raum feste Achse g, drehbar gelagert, 
K, um die in K, festliegende Achse g,. Die Achsenrichtungen bestimmen die beiden 
Einheitsvektoren e, und e,. Die auf K, wirkende Sto8kraft denken wir hier nicht mehr 
durch einen weiteren stoBenden Ko6rper tibertragen, 
sondern nach Gré8e und Richtung gegeben. Unter der 
vereinfachenden Annahme, daB das System vor dem 
StoB in Ruhe war, folgt aus (9) die Ausgangsgleichung 


Oo 6, “- (33 a S.) 6, =0 (38) 


Fir Bezugspunkte O, auf g, und O, auf g, gilt mit 
den Bezeichnungen der Abbildung ' 


©, = (@, €1; 0) | 
Abb. 3. Sto8 auf ein gebundenes G, = (0, ¢; + @ ey; @, eX 9) (39)° 


Sy D 3 
System (Holonome Bindung) @ ep = We ae 


Entsprechend den zwei Freiheitsgraden des Systems verbleiben als willkiirliche 
VariationsgréBen die beiden skalaren Winkelvariationen w, und . Mit den Geschwin- 
digkeitsmotoren nach dem Sto [analog zu (39)] 


G1’ = (@1' €1; 9) 
Go’ = (@1' & +O’ ey; wy’ ex 8) 
@' 0p = "5 rel, 
erhalten wir aus (5) 
1 = (mM, wy’ CX Uy; @,' O, ey) 
Bo’ = (mz w,' eX (@ + Ay) + ms w' ey X AQ; (40) 
O, (wy' &; + @ €g) — Me wy’ (Cy X #) X Uy) 
Im Motor der StoBkraft 
S = (S; M) (41) 
ist It auf 0, bezogen zu denken. (39), (40) und (41) in (38) eingesetzt, fiihrt nach Aus- 
fiihrung der Produkte auf 
{ey' [(O, + Oz) e1] ey + w' (Oz eg) Cy + mg (2 wy’ €y + @ ey) Uy X (CX B) + 
+ Mz w,' (ex 8)? — (M + Fx S) e,} @, + [(Og eg) (w,y’ e, + w’ es) + 
+ mz wy’ (eo X Uy) (er x7) — Meg] @o = O. (42) 
Bei Verwendung der Abkiirzungen 
(Oy €1) €: = 91,115 (@e ex) C1 = Fg, 41; (Og €e) Ce = Os, op 
(Oo €y) €y + Mz (CX BP) (Cy X Uy) = Oo, 10 
(e,x BP + 2 (e, x) (eX WU) = pg 
5 Von einer Winkelgeschwindigkeit ®,¢, des Kérpers K, wird bei unserer Anordnung nur 
(1 €; — @, Cg (ey ey) aut Ky zwangslaiufig tbertragen. Da jedoch auch der relativen Drehung 


von Ky, gegentiber K, vollige Willkiirlichkeit zukommt, braucht dies im Ansatz (39) riicht beriick- 
sichtigt werden. 
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ergibt sich aus (42) durch Nullsetzen der Koeffizienten von wo, und @ das Gleichungs- 
system 


1 [61,41 + 45,4. +m pq] +o’ 65,12 = (M+ 9x S)e, 


, 
Oy’ 92, 12 + w' 82, 2 = Me, 
. 
Mit ic. | Oars + Oo. + M29 qd Fo 19| 
. 92, 12 Do, v9 


erhalten wir als Lésung 
al) : fa 
Oy, FS ay [9a, a2 (ME + FX S) ey — Oo. 15 M eo], 
, 1 \ X X Oo = 
Qo p [O11 + 83.11 + my pq) Mes — 95,12 (M + Fx S) e,]. 


Entsprechend der Bemerkung im Anschlu8 an (39) ist der Betrag der absoluten 
Winkelgeschwindigkeit von AK, um g, durch @, (¢; ¢:) + @’ gegeben, wiihrend «’ ey 
die relative Winkelgeschwindigkeit von K, gegen- 
iiber K, darstellt. 

Das Resultat ist leicht auf den im Maschinenbau 
haufig auftretenden Fall e, | e, zu spezialisieren. 


Ein nichtholonomes Beispiel. Zwei gleich- 
artige Rader, die drehbar auf eine Achse gesetzt 
sind, sollen reine Rollbewegungen auf einer Ebene 
austiithren (Abb. 4). Das System besitzt fiinf Freiheits- 
grade im Endlichen, beschrieben durch die allge- 
meinen Koordinaten 


x,y Koordinaten des Schnittpunktes der Achse 
mit der Symmetralen, 


# Richtungswinkel der Symmetralen gegen 
die positive x-Achse, 


Abb. 4. StoB auf ein gebundenes 


1, 2 Abrollwinkel der Rader, gezahlt in den Somems(Michthoioneina Bindancy 


Radebenen. 


Die Rollbedingungen einschlieBlich dem Verbot seitlichen Gleitens kommen in drei 
nichtholonomen Gleichungen zum Ausdruck 
cos dda + sin ddy +bdd + rdy, = 0, 
cos # dx + sin #dy — bdd + rd, = 0, (43) 
sin idx — cos ddy = 0, 
die leicht aus der Forderung herzuleiten sind, dafi die Geschwindigkeiten der Be- 
riihrungspunkte O, und O, der Rader mit der Ebene verschwinden. Wir denken uns 
das System vom Zustand der Ruhe aus durch einen StoB auf die Achse in Bewegung 
gesetzt und fragen nach dem eintretenden Geschwindigkeitszustand. Da es nur auf 
den Vorgang bei nichtholonomen Bindungen im Prinzip ankommt, wird die Achse 
masselos angenommen. Zu einer weiteren Vereinfachung fiir den Rechnungsgang 
kommt man durch eine spezielle Lage von Koordinatensystem und Radachse gegen- 
einander®, z. B. # = 2/2. Dann wird (43) 
dy +bdé+rdy, = 0, 
dy — bdé + rdgy, = 0, (44) 
at-==,0. 
6 Da sich im Augenblick des StoBes die Lage des Systems nicht sprunghaft andert, ist dies bei 


StoBproblemen immer zulissig und mit keiner Einschrankung verbunden. 
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Mit (44) und den in Abb. 4 gekennzeichneten Bezugspunkten lauten die Lagenvaria- 
tionen 


( =(4 (EKO 0), 


LET \Oe cae RonT 
ye Obs OO | 
OF = (2. O, Wien 0, CO; 0), (45) 


Wahlen wir als willkiirlich verbleibende Variationen die der beiden Koordinaten y 
und #, so erhalten wir mit (44) 


6.=(—F(s 42) % Ges 0, O) 


one ie a8 08 (46) 
Aisi i . 
6. =( ~(3 b de ), O; “aa O, O, 0). 
Die Ausfiihrung der Produkte in der aus (9) folgenden Grundgleichung 
Oo 6, Se Sa, 6, See Ss 6, = 0 (47) 


fordert nach (46) die Kenntnis von je zwei Drallkomponenten der Rader 1 und 2, die (5’) 
za entnehmen sind 
Dis = Dye Pr >» 


Day's igi On3 Po’ (48) 
Dy, = D,,' = 6, a 
Den Bezugspunkten und Achsenrichtungen entspricht 


OF pected Tragheitsmoment des Rades und die Gerade O, O, (gleich dem Triagheits- 
moment um die Drehachse vermehrt um mr’). 


Cee here Tragheitsmoment um eine Querachse im Rade. 


Mit (45), (46), (48) und 
Ss = (S,, Sys Sei M,, M,, M,) 


wird (47) 
— Bax (bs' + Ga’) GY — Be (r' — 2!) 2 + 
+2 0._6' = — Mu, 3 g,¥ — 0, 
Durch Nullsetzen der Koeffizienten von wy und & erhalt man daraus zwei 


Gleichungen, durch Hinzunahme von (44) das System 


Dox Py ae Bx Po! = ea niSg; 


De» Os. wage ae *, 
Dee ras Dna ag aan i 2 0,, 3’ = — M,, 
roy +b +y4'=0, 
rps — bd + y'=0, 


(%’ = 0). 
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Mit der nicht verschwindenden Koeffizientendeterminante 


| Le Co 0 0 
| b b 
40 
= % ; Say — (b° Gre 4 e 6.2) 
i 0 b 4 
Hig ¢ —b 1 
ergibt sich als Loésung 
ae Sot, | be 
P1 (2) 5) 0, (+) 2 (b2 Onn a e 0») ; 
he Mr 
Y= 8 Bn + 12 Onn)? (49) 
: Sat . 
y= >; wz’ =0. 
2 Boe 


Vom physikalischen Standpunkt aus kann die Aufgabe noch nicht als gelést betrachtet 
werden, da die nichtholonomen Bedingungen (43) praktisch durch Haftreibungskrafte 
realisiert sind. Es ist daher das Resultat (49) in die Bewegungsgleichungen fiir jeden 
K6rper fiir sich einzusetzen und nachtriglich zu iiberpriifen, ob der Grenzwert der auf- 
tretenden Reibung noch groB genug ist, um ein Gleiten zu verhindern. Die reaktions- 
kraftefreie Behandlung eines nichtholonomen Beispiels wurde jedoch damit gezeigt. 


Plétzliches Auftreten von Bindungen. Wir betrachten abschlieBend ein 
Beispiel, bei welchem eine unstetige Geschwindigkeitsinderung eines K6rpers nicht 
durch eine eingepragte StoBkraft, sondern durch die plétzliche Hinfiithrung einer 
Bindung hervorgerufen wird’. Fiir diese Gruppe von Aufgaben folgt allgemein aus 
(9) wegen ©, = 0 n mn 
m8 — $x) G =0 (50) 

=1 
und somit fiir den einzelnen K6rper 
(3’ — 3) G=0. (51) 
Wir nehmen an, daB von einem zunachst freien K6rper mit beliebigem Geschwindig- 
keitszustand (Y; B,) plotzlich eine Gerade herausgegriffen und dieser eine bestimmte 
Bewegung aufgezwungen wird. Die Bewegung des Korpers ist dann darstellbar durch 
die der Geraden und der zunadchst unbekannten Winkelgeschwindigkeit um diese 
Gerade. 

Die Lage von g im Korper sei durch den Richtungsvektor e und den Vektor % von 
einem auf ihr liegenden Bezugspunkt O zum Korperschwerpunkt S festgelegt. Der der 
Geraden aufgezwungene Bewegungszustand kann durch Angabe des Geschwindig- 
keitsmotors Epes sta 

G, = (BW; Bo) 
dargestellt werden, wobei jedoch zu beachten ist, daB eine Komponente von W in 
Richtung der Geraden nicht auf den Korper tibertragen wird und auch g selbst nicht 
bewegt. Es ist daher zu setzen 


W=exB 
und Py te 
G, = (ex B; B).- (52) 
Im Geschwindigkeitsmotor des Kérpers nach Hinfiihrung der Bindung 
@' = (ex B +a’e; B) (53) 


7 Vgl. E. J. Routh: Die Dynamik der Systeme starrer Kérper I, Leipzig, 1898, S. 265. 
5* 
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tritt zusitzlich gegentiber (52) die Drehung um die Gerade mit der Winkelgeschwindig- 


keit w’ auf. . 
Da man bei rheonomen Bindungen die Lagenvariation bei festgehaltener Zeit 


vorzunehmen hat, gilt nach (53) 
® = (@ e; 0), (54) 
was hier auch anschaulich klar ist. 
Von den Impulskomponenten kommt nach (54) lediglich den zweiten Vektor- 
komponenten 


oes: ae Bo i‘ | re 
By = O(exB+o’e) == Ge) 
Bedeutung zu. Mit (54) und (55) wird (50) 
[(O(exB + w' e— B)— A (B— Bl eo = 0. 
Somit erhalten wir wegen der Willkirlichkeit von 
oo! — LH (Bo = Bo)—O (ex B — Be (56) 


(Oe)e 
Da (0 e) e das Tragheitsmoment des Kérpers um die Gerade g darstellt, entnimmt 
man (56) leicht die Erhaltung des Dralles um diese Gerade. Das oft als Ausgangspunkt 
verwendete Ergebnis erscheint hier zwangsliufig als Folge von (51) und (54). 

Der skleronome Fall, die Festlegung einer Geraden, ist in (56) als Spezialfall ent- 
haltens(%, = 0, 8 =,0). 

Mit diesem Beispiel ist auch der Vorgang bei plotzlichem Bindungswechsel gezeigt, 
da unmittelbar vor Festlegung einer neuen Bindung die alte gelost zu denken ist. Der 
Korper kann somit im Moment der Einfiihrung der neuen Bindung wieder als frei 
behandelt werden, und die vorangehende kommt lediglich in einem speziellen Geschwin- 
digkeitszustand (28, @)) zum Ausdruck. Vorginge dieser Art treten haufig beim 
maschinellen BearbeitungsprozeB von Werkstticken auf. 

Probleme, bei denen einem System von Ké6rpern bestimmte skleronome oder 
rheonome Bedingungen aufgezwungen werden, sind vollig analog im Anschlu8 an (50) 
zu erledigen. ; 

(Eingegangen am 25. Januar 1955.) 
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Anschauliche Topologie. Von W. Lietzmann. Mit 217 Textabb., 172 S. Miimehen: R. Olden- 
bourg. 1955. DM 14.80. 


Im Sinne des Erlanger Programms ist ,,Geometrie‘‘ jeweils die Invariantentheorie einer 
bestimmten Transformationsgruppe: Zur Gruppe der umkehrbar eindeutigen und stetigen Trans- 
formationen gehért so die ,,Topologie‘‘. Es sind wohl nur wenige Higenschaften einer Figur, 
die bei einer so umfassenden Gruppe von Abbildungen noch erhalten bleiben, dafiir sind sie aber 
von ganz fundamentalem Charakter, wie etwa Zusammenhangs- und Anordnungsverhialtnisse. 
In gewohnter Meisterschaft gibt nun der Verfasser eine iiuBerst ansprechende — wie er sagt, 
»vorwissenschaftliche’* — Einfiihrung in dieses reizvolle und heute sehr moderne Forschungs- 
gebiet. Ohne Vorkenntnisse zu bendtigen, bekommt der Leser eine gute Vorstellung von den 
Begriffen, Fragen und Methoden dieses jiingsten Zweiges der Geometrie, wobei in bewutem 
Gegensatz zur fortschreitenden Abstraktheit die anschauliche Betrachtungsweise in den Vorder- 
grund gestellt wird, die haiufig an wohlbekannten Dingen aus Alltag und Technik operiert. Der 
I. Teil ist der Linientopologie gewidmet und behandelt Verschlingungen und Verflechtungen 
von Fiiden, Streckennetze, Knoten und Verkettungen und vieles andere; fiir manche bekannten 
Denksportaufgaben (z. B. Umfiill- und Uberfuhrprobleme) eréffnet sich hier eine systematische 
Behandlungsweise, Der II. Teil befaBt sich mit Flichentopologie und geht auf Polyedersiitze, 
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einseitige Flachen, Gebietseinteilungen und Riemannsche Flichen ein. Die Vielfalt des Ge- 
botenen und die Art der Darbietung machen die Lektiire dieses Buches, das aus einem Gottinger 
Vortragsseminar hervorgegangen ist, ausgesprochen amiisant. W. Wunderlich, Wien. 


Nomographie. Praktische Anleitung zum Entwerfen graphischer Rechentafeln mit durch- 
gefiihrten Beispielen aus Wissenschaft und Technik. Von P. Luckey +. Siebente Auflage, 
durchgesehen und erweitert von W. Treusch. (,,.Mathematisch-physikalische Bibliothek‘. 
Reihe I. Herausgegeben von W. Lietzmann: Band 59/60.) Mit 65 Textabb., 124 8. Stutt- 
gart: B. G. Teubner, Verlagsgesellschaft. 1954. DM 5.60. 


Das im Laufe von 34 Jahren bestens bekannt gewordene Bindchen, das in Form eines 
autschluBreichen Querschnittes durch das Gesamtgebiet der Nomographie eine sehr brauchbare, 
mit vielen Anwendungsbeispielen aus Wissenschaft und Technik versehene Einfiihrung in eine 
fur den Ingenieur wberaus niitzliche Disziplin bietet, ist jetzt, nach dem Tode seines ersten 
Verfassers, durch W. Treusch in erweiterter Neuauflage herausgebracht worden. Als neu 
hinzugetreten sind zu vermerken die wesentliche Ausgestaltung der auf Sonderrechenstibe be- 
ziglichen Ausfithrungen sowie zwei Abschnitte iiber den praktischen Entwurf und die Genauig- 
keit von Rechentafeln. Da gleichzeitig saémtliche Figuren neu gezeichnet wurden, gereicht 
dem Erscheinungsbild sehr zum Vorteil. W. Wunderlich, Wien. 


Theorie ideal plastischer Kérper. Von W. Prager und P.@. Hodge, jr. Ins Deutsche iibertragen 
von F. Chmelka. Mit 97 Textabb., X, 274S. Wien: Springer-Verlag. 1954. Geb. S 198.—, 
DM 33.—, $ 7.85, sfr. 33.80. 


Wenngleich das tatsaichliche Verhalten der uns besonders interessierenden metallischen 
Werkstoffe oft erheblich von jenem ideal plastischen Kérper abweicht, so vermag uns eine Mechanik 
der letzteren doch wberaus wertvolle Aufschliisse ttber das wahrscheinliche Verhalten zu geben. 
Es ist daher sehr erfreulich, da nunmehr auch in deutscher Sprache ein zusammenfassendes 
Werk tiber dieses immer mehr an Bedeutung gewinnende Gebiet vorliegt. 

Nach einer Einfihrung in die Grundlagen werden zunachst lineare Gebilde — Fachwerke 
und Balken — behandelt, denen sich die Torsion prismatischer Stabe anschlieBt. Der tibrige 
Teil des Buches ist dem ebenen Verzerrungszustand gewidmet, waihrend den SchluB die Extremal- 
prinzipe bilden. 

Hervorzuheben ist die sehr klare Darstellungsweise, welche namentlich den schwierigeren 
Abschnitten sehr zustatten kommt. Von den behandelten Problemen seien folgende fiir den 
Ingenieur wichtige besonders genannt: Der Einflu8 wiederholter Belastung auf das Verhalten 
von Tragwerken, die Sicherheit gegen Kollaps der Tragwerke und die mathematische Verfolgung 
von technischen Vorgangen, wie Ziehen und Pressen. Dagegen sind Stabilitatsprobleme leider 
nicht behandelt worden. E.. Cztary, Wien. 


Die Wicklungen elektrischer Maschinen. Von H. Sequenz. In vier Banden. Dritter Band: Wech- 
selstrom-Sonderwicklungen. Mit 578 Textabb., XIX, 3975. Wien: Springer-Verlag. 
1954. S 420.—, sfr. 71.60, § 16.65, DM 70.—. Ganzl. 8 438.—, sfr. 74.80, 8 17.40, DM 73.—. 


Der dritte Band des von Prof. H. Sequenz verfaS8ten Werkes tiber die Wicklungen elek- 
trischer Maschinen behandelt die Sonderausfiihrungen der Wechselstromwicklungen. Der Haupt- 
teil des Buches (285 S.) betrifft die polumschaltbaren Wicklungen, in weiteren Abschnitten werden 
die mehrfach gesehnten Wicklungen, Stabwicklungen und Sonderausfithrungen fiir groBe Strom- 
starken, unsymmetrische sowie spannungs- und phasenumschaltbare Wicklungen und Ausgleichs- 
verbindungen bei Wicklungen mit Parallelschaltungen behandelt. 

Der Schwerpunkt der Darstellung liegt bei den polumschaltbaren Wicklungen, die mit einer 
iibersichtlichen Darstellung der Dahlander-Schaltung beginnen. AnschlieSend werden Wicklungen 
fiir ein von 1: 2 abweichendes Polzahlverhaltnis, dann solche fiir mehr als zwei Polzahlen, pol- 
umschaltbare Erregerwicklungen, umschaltbare Wicklungen durch Anderung der Phasenzahl 
und durch Anderung der Anspeisung vom Netz behandelt. Den Abschlu8 dieses Abschnittes 
bilden Motoren mit innerer Kaskadenschaltung, Einzelheiten uber die Ausbildung der Laufer- 
wicklung und Hinweise tiber die Geriéuschbildung bei polumschaltbaren Motoren. 

Ahnlich wie die vorhergehenden Bande bringt auch dieser Band eine sorgfaltige und umfassende 
Darstellung dieses fiir den Maschinenberechner wichtigen Sondergebietes, wobei auch eigene 
Arbeiten des Verfassers, wie z. B. iiber die Zusatzverluste bei gesehnten Wicklungen, im Text 
mitverarbeitet sind. Hervorzuheben ist die sehr vollstandige Beriicksichtigung der Literatur 
bis zum neuesten Stand, die gerade auf diesem Gebiet sehr zerstreut und nur umstindlich zu 
finden ist. Dem Berechner werden durch den Uberblick, den das Buch auf diesem Sondergebiet 
gibt, viele wertvolle Anregungen vermittelt, die Voraussetzung hierfir sind allerdings betracht- 


70 Buchbesprechungen. 


liche Vorkenntnisse und Erfahrungen im Entwurf von Wechselstrommaschinen, um die Vielfalt 
der Schaltungen und Ausfiihrungsméglichkeiten im Einzelfall richtig und kritisch beurteilen 
zu konnen. Stix, Wien. 


Strémung durch Rohre. — Umstrémung von Kérpern bei zweidimensionaler Strémung. — Um- 
strdémung von Kérpern bei riumlicher Strémung. Von L. Schiller. (Sonderabdruck aus Landolt- 
Bornstein: Zahlenwerte und Funktionen aus Physik, Chemie, Astronomie, Geophysik und 
Technik. Sechste Auflage. Herausgegeben von J. Bartels, B. ten Bruggencate, K. H. Hellwege, 
Kl. Schafer, E. Schmidt: 4. Bd, 1. Teil, herausgegeben von E. Schmidt.) Mit 119 Textabb., 
S. 662—796. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. 

Der vorliegende Abschnitt des 1. Teiles des IV. Bandes der 6. Neuauflage dieses umfassenden 
Tabellenwerkes kann wieder als sehr gut und sehr iibersichtlich angesehen werden. Behandelt 
werden spezielle Probleme der Strémungslehre, und zwar die Rohrstrémung und die Umstrémung 
von Ké6rpern in zwei- und dreidimensionaler Stroémung. 

Der in der angewandten Strémungslehre arbeitende Techniker findet im 1. Teil tbersichtlich 
in Tabellen und Schaubildern zusammengestellt die Widerstaénde der verschiedensten Rohr- 
querschnittsformen sowie fiir alle Formen von Kritmmern. Glatte und rauhe Rohre sowie laminare 
und turbulente Strémung werden getrennt behandelt. Im anschlieBenden 2. Teil bringen 170 Ab- 
bildungen, zum gr6Bten Teil MeBdiagramme, alles Wesemtliche uber den Widerstand bzw. auch 
Auftrieb von ebenen und gewélbten Platten, sowohl parallel, senkrecht als auch schrag angestromt. 
Fiir verschiedene NACA und Géttinger Tragfliigelprofile sind die.Polaren angegeben, wobei die 
Reynoldssche und Machsche Zahl sowie Rauhigkeit und Turbulenzgrad berticksichtigt werden. 
Im abschlieBenden 3. Abschnitt, der die réumliche Str6mung behandelt, findet man Widerstand 
und Druckverteilung von Luftschiffkérpern, Flugzeugteilen, Fallschirmen sowie von den ver- 
schiedensten Bauwerken, wie Héusern, Schornsteinen, Windschutzgittern usw. Kurz zusammen- 
gefaBt sind auch die Widerstaénde von Autos, Motorradern und den gebrauchlichsten Schienen- 
fahrzeugen angegeben. 

Ausfithrliche Literaturangaben zu Beginn jedes Teilabschnittes sowie 360 Nomogramme, 
Kurven und Tabellen machen das Buch zu einem wertvollen Hilfsmittel fur jeden Strémungs- 
techniker. F.. Pléckinger, Wien. 


Vorlesungen tiber Baustatik. Von /’. Stiissi. Zweiter Band: Statisch unbestimmte Systeme. 
(Lehr- und Handbticher der Ingenieurwissenschaften: Band 2.) Mit 217 Textabb., 313 8. 
Basel und Stuttgart: Verlag Birkhauser. 1954. sfr. 33.30, geb. sfr. 37.45. 


Mit dem vorliegenden zweiten Band der ,,Baustatik’’ hat der bekannte Ordinarius an der 
EH. T. H. Zurich, Dr. Fr. Stiissi, ein Werk fortgesetzt, das in sehr klarer Sprache die klassische 
Statik der ebenen Vollwand- und Fachwerksysteme behandelt. Wahrend der erste Band den 
statisch bestimmten Systemen gewidmet ist, behandelt der zweite Band das Spannungs- und 
Formanderungsproblem in statisch unbestimmten Tragwerken fiir ruhende und bewegliche 
Belastung. Ausgehend vom Prinzip der virtuellen Arbeit, stellt Stiissi das Gleichungssystem zur 
Ermittlung der unbekannten Schnittkrafte bzw. Forméanderungen auf. Hierbei wird sowohl 
die Kraftmethode als auch die Deformationsmethode ausfiihrlich gebracht und einander gegen- 
ubergestellt. 

Sttissi ist ein Anhanger der direkten Ermittlung der Unbekannten mit Hilfe von Gleichungen, 
fur die er zweckmaBige Auflésungsschemata gibt. Es ist daher verstindlich, da& die Momenten- 
ausgleichsverfahren nach Cross und Kani hier zu kurz kommen, trotzdem sie sich in der Praxis 
groBer Beliebtheit erfreuen. Dies tut jedoch dem Wert des Buches keinerlei Abbruch, zumal diese 
Verfahren im deutschsprachigen Fachschriftentum reichlich behandelt sind. Es ist vielmehr 
zu begriiBen, wenn von so berufener Seite daran erinnert wird, daB auch die klassischen Methoden 
sehr leistungsfahig und zeitsparend sein kénnen. Hierfiir finden sich im Buch reichliche An- 
regungen, wobei auBerdem noch auf die EKrhéhung der Rechengenauigkeit durch geschickte Wahl 
des Grundsystems hingewiesen wird. 

Der Verfasser schenkt auch der angeniherten Ermittlung der Schnittkrafte und EinfluB- 
linien groBe Beachtung und wigt stets die hierbei gegeniiber der genauen Berechnung auf- 
tretenden Abweichungen zahlenma®ig ab. Von den haufig vorkommenden Tragwerken werden 
durchlaufende Trager, Rahmen und Bogentriger (auch mit Aufbau) besonders ausfiihrlich be- 
handelt. Die Theorie zweiter Ordnung — in der von Stiissi gepraigten baustatischen Konzeption — 
findet Anwendung bei der Berechnung von Bogentragern und Hingebriicken. 

Das Buch kann wegen seines klaren, in mathematischer Hinsicht sehr einfach gehaltenen 
Aufbaues den Studierenden wiirmstens empfohlen werden. Aber auch der Fachmann wird daraus 
manch neue, wertvolle Anregung schépfen. Der Verlag hat keine Miihe gescheut, um ein gutes 
Textbild und klare Abbildungen zu erzielen. Hi. Beer, Graz. 


Buchbesprechungen. — Preisausschreiben. al 
Einfiihrung in die Technische Mechanik. Nach Vorlesungen. Von J. Szab0.- Mit 484 Textabb., 
XII, 383 8S. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1954. DM 19.50, geb. DM 22.50. 


Dieses nach Vorlesungen des Autors verfaBte Werk gibt eine auBerst klare und anschauliche 
Hinfthrung in die Grundlehren der allgemeinen Mechanik sowie der Festigkeitslehre und Hydro- 
mechanik. Die Abklirung der Darstellung, die der Mechanikunterricht an den européischen 
Technischen Hochschulen seit der systematischen Verwendung der Vektorrechnung erfahren 
hat, ist nun zu einem gewissen Abschlu8 gelangt und das Buch von Szabé ist eine der reifen Friichte 
am Ende dieser Entwicklung. Da8 sauber fundierte Grundlagen gegeben werden, an denen man 
deutlich die Hamelsche Schule erkennt, ist ebenso erfreulich wie der Umstand, da® auch immer 
wieder die historische Entwicklung gestreift wird. Eine groBe Auswahl von Ubungsbeispielen 
traégt sicher auch zum leichteren EKindringen in die Materie bei. 

Nach einer Besprechung der Elemente der Vektorrechnung folgen Abschnitte iiber die 
Statik des starren Kérpers, die Grundlehren der Elastizitits- und Festigkeitslehre und die 
Statik der Systeme starrer Kérper. Daran schlieBt sich ein Beispiel itiber Kinematik und Kinetik 
und dann werden Einzelprobleme der Schwingungslehre sowie des StoBes behandelt. Nach 
einer Einfiithrung in die Hydromechanik schlieBt das Werk mit einer kurzen Besprechung der 
Grundlagen der Ahnlichkeitsmechanik. 

In einzelnen Kapiteln scheinen dem Referenten noch Verbesserungen bzw. schiirfere 
Prazisierungen wiinschenswert. So wiire klar zu betonen, daB fiir die Kinematik jedes Koordinaten- 
systems, das mit einem starren Kérper fest verbunden ist, fiir die Beschreibung der Bewegung 
zulassig ist und daB nur in der Kinetik eine Auswahl getroffen werden mu. In der Hydro- 
mechanik gewinnt man, wenn man die Gleichungen der Hydrostatik als Spezialfall der Euler- 
schen Bewegungsgleichungen der idealen Fliissigkeit ableitet, den Eindruck, da8 die hydrostati- 
schen Gleichungen nur fiir ideale Fliissigkeiten Giltigkeit haben, was bekanntlich nicht zutrifft. 

Von diesen leicht zu korrigierenden Miingeln abgesehen, kann das vorliegende Werk jedem 
warmstens empfohlen werden, der in die Lehren der Technischen Mechanik griindlich eingefiihrt 
werden will. G. Heinrich, Wien. 


Probleme und Beispiele biologischer Regelung. Von R. Wagner. Mit 38 Textabb., VIII, 219 S. 
Stuttgart: G. Thieme-Verlag. 1954. Geb. DM 29.40. 


In steigendem MaBe werden in der modernen Biologie die Lebensvorgaénge unter dem Gesichts- 
punkte der Regeltechnik betrachtet, die vor allem in den letzten Jahrzehnten weitgehend ent- 
wickelt wurde. 

Der Verfasser des Buches hat als einer der ersten Physiologen die bei technischen Reglern 
ablaufenden Vorgange auf das biologische Geschehen tibertragen. Es ist sein groBes Verdienst, 
da8 er in diesem Buch aufzeigt, wie eine Reihe ,,biologischer Funktionen in auffallender Weise 
jenen Gesetzen gehorchen, die der Techniker in exakter physikalischer Begriffsfassung fiir seine 
Regelkreise aufgedeckt hat‘. 

In ausfiihrlicher Weise wird an den Regelmechanismen der Willkiirbewegung und des Blut- 
kreislaufes nachgewiesen, daB diese denselben GesetzmaBigkeiten unterworfen sind, wie man 
sie von den technischen Regelsystemen her kennt. 

Trotzdem das Buch sich nur mit biologischen Problemen beschaftigt, ist es doch fiir jeden 
Physiker und Techniker auBerst lesenswert, da es aufzeigt, daB alle Betrachtungen, die in Physik 
und Technik der Regler angewendet wurden, grundsiatzlich auch auf die Regeleinrichtungen 
lebender Organismen angewendet werden kénnen. 

In einem anderen Sinne ist das Buch noch fiir jeden Techniker aufschluBreich. Es zeigt 
namlich, daB mit der fortschreitenden Anwendung von Regelmechanismen in der modernen 
Technik ein Organisationsprinzip in die unbelebte Natur hineingetragen wurde, wie es im 
Inneren des Organismus bereits langst vorhanden ist. EF. Kracmar, Wien. 


Untersuchung der Schlingerbewegung von Kisenbahnfahrzeugen. 
7 Preisausschreiben. 


Das Forschungs- und Versuchsamt (O.R.E.) des internationalen Hisenbahnverbandes 
(U. I. C.) setzt fiir diejenigen Forscher, die brauchbare Methoden fur die Behandlung des Schlinger- 
problems der Eisenbahnfahrzeuge mit einem Anwendungsbeispiel auf ein besonders- einfaches 
Fahrzeug vorlegen, Preise aus. 

Selbst auf idealer Bahn k6énnen die Hisenbahnfahrzeuge neben ihrer Hauptbewegung (Fahr- 
bewegung) stérende Bewegungen in einer gréferen Zahl von Freiheitsgraden ausfuhren. Unter 
diesen stérenden Bewegungen geben die Parallelbewegungen quer zur Gleisachse (Schiitteln) 
und die Drehbewegung um eine senkrechte Achse (Drehen) Anlaf zu Schwierigkeiten hinsichtlich 
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Betriebssicherheit und Laufruhe. Diese beiden Stérbewegungen (Schiitteln und Drehen) werden 
allgemein unter der Bezeichnung Schlingern zusammengefaBt. 

Die Untersuchungen sollen bereits gewonnene Erkenntnisse berticksichtigen und auf den 
zahlreichen tiber diese Frage erschienenen Veroffentlichungen aufbauen. 

Zur Teilnahme ist, mit Ausnahme der Mitglieder der Jury, jedermann und jedes Forschungs- 
institut zugelassen. 

Die Vorschlage werden von einem internationalen Preisrichterkollegium beurteilt, dem die 
nachstehenden Herren angehoren: 

Prof. Dr. Ing. R. Grammel, Inhaber des Lehrstuhls fiir technische Mechanik an der Techni- 
schen Hochschule Stuttgart. 

Direktor. E. Lévi, Nationale Gesellschaft der franzésischen EHisenbahnen, Vorsitzender des 
Preisrichterkollegiums. 

Dr. Ing. C. Th. Miller, Deutsche Bundesbahn. 

Dr. A. D.de Pater, Niederlandische Eisenbahnen A. G. 

Prof. J. Perés, Mitglied der Akademie der Wissenschaften von Frankreich, Dekan der Fakultat 
fur Mathematik und Naturwissenschaften der Universitat Paris (Sorbonne). 

Unter der Bedingung, da& sie einen ernsthaften Fortschritt fir die Losung des Schlinger- 
problems darstellen, werden fiir die wertvollsten Vorschlage Preise im Gesamtbetrag von 25000 holl. 
Gulden ausgesetzt. 

Die Bedingungen des Preisausschreibens und weitere Ausktinfte (Schrifttumsverzeichnis usw.) 
werden den Interessenten zugesandt. Anfragen sind bis zum 30. Juni 1955 an den Prasidenten 
des Forschungs- und Versuchsamtes (O. R. E.) des internationalen Eisenbahnverbandes (U. I. C.) 
Moreelsepark 1, Utrecht (Niederlande), zu richten. K. Pflanz, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiibrt. 
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SPRINGER-VERLAG IN WIEN I 


Soeben erschien: 


Innere Elektronik. Von Dr. -Ing., Dipl.-Ing. Franz Ollendorff, Member I. E. E., Member 
_ AI. E.E., Senior Member I. R. E., Professor der Histinstoohaile und Momstoad des 
Hlektrotechnischen Laboratoriums der Hebraischen Technischen Hochschule Haifa, Mit- 


hee des wissenschaftlichen Forschungsrates fiir Israel. (Technische te Ie ase 
Band IZ.) 


Erster Teil: Elektronik des Einzelelektrons. Mit 313 Textabbildungen. XIT, 643 Seiten. 
Gr.-8°. 1955. Ganzleinen S 582.—, DM 97.—, $ 23. 10, sfr. 99.30 


Mit diesem Werk wird eine systematische Einfiihrung in die theoretischen Grundlagen der 
_ modernen Elektronik und ihrer wichtigsten Anwendungsgebiete gegeben. Der vorliegende erste 

Teil beschaftigt sich mit dem als vorgegeben geltenden Einzelelektron wahrend seiner Bewegung 
in eingepriagten Feldern. Ausgehend von der Analyse der Elektronenbahnen in elektrostatischen 
und magnetostatischen Feldern, befaBt sich der Autor zunichst mit den wichtigsten Ablenkungs- 
methoden fiir den Gebrauch in Kathodenstrahlréhren sowie mit der Wirkungsweise des Massen- 
spektrographen, des Magnetrons und des Zyklotrons. Weitere Kapitel behandeln Probleme der 
kosmischen Elektronenstrahlen und vor allem die Prinzipe der Elektronenoptik. SchlieBlich 
wird eine Einfiihrung in die Elektronik der héchsten Geschwindigkeiten gegeben und damit 
das Verstindnis fiir den Bau und Betrieb der modernen Ionenschleudern eréffnet, welche in 
der eben beginnenden Technologie des Atomkerns eine so wichtige Rolle spielen. 


Zweiter Teil: Elektronik von Ionenkollektiven. In. Varbercttuny 
Friiher erschien: 


Berechnung magnetischer Felder. @ectniache Elektrodynamik, Band I.) Mit 
287 Textabbildungen. X, 432 Seiten. Gr.-8°. 1952. 
Ganzleinen § 396.—, DM 66.—, $15.70, sfr. 67.50 


Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Darstellung. Von Dr. phil. 
Adalbert Duschek, 0. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule Wien, 
und Dr. techn. August Hochrainer, Direktor i im Hochspannungsinstitut der AEG, gata: 
In drei Teilen.. 


 Soeben erschien: 
Teil I: Tensoralgebra. Dritte Auflage, unverinderter Abdruck der zweiten Auflage. 
Mit 26 a ae a VI, 129 Seiten. 8°. 1954. 
' Steif geheftet S 72.—, DM 12. —, $2.85, sfr. 12.20 
Friiher erschien: 
Teil II: Tensoranalysis. Mit 64 Textabbildungen. VII, 338 Seiten. 8°. 1950. 
Steif geheftet S 148.—, DM 24.80, $6.—, sfr. 26.— 
Im Mai 1955 erscheint : 
- Teil IIT: Anwendungen in Physik ena Technik. Mit 25 Textabbildungen. Etwa 260 
Seiten. 8°. 1955. 


‘ Soeben erschien: 
Englisch-deutsches und deutsch-englisches Wérterbuch fur die Eisen- 


und Stahl-Industrie. Von Eduard L. Kéhler, Leoben. Unter Mitwirkung von Priv.- 

Doz. Dr. mont. Alois Legat, Leiter der metallurgischen Abteilung der Osterreichisch- 

Alpinen Montangesellschaft, Leoben-Donawitz. XII, 168 + 162 Seiten. 8°. 1955. 
Ganzleinen S 168.—, DM 28.—-, $ 6.65, sfr. 28.60 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


Stadtebau und Schneliverkehr. von Professor Dipl.-Ing. Dr. Karl He” 
Brunner, Wien. Mit 137 Textabbildungen und 3 Tafeln. VIII, 190 Seiten. 4°. 1955. Oe eee 
Verlag Wien I.) Ganzleinen 8S 276.—, DM 46.—. $ 10.95,.sfr. 47. ey 
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Die Linienfithrungen der U-Bahn am Schottentor nach dem bisher im wesentlichen beibehaltenen Projekt. vom Jahre 1910. im 
(Der Planausschnitt ist nach Nordwesten orientiert.) a " . ; 4 
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